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(Parte II) Diferenciabilidad

La segunda parte de este curso esta enfocada en la nocion de diferenciabilidad para funcio-
nes entre dos espacios normados: tal funcién se dice diferenciable en un punto, si se puede
aproximar, alrededor de dicho punto, por una funcién lineal continua entre los mismos
espacios. Se estudiardn reglas de célculo para la derivacién de la suma, producto (en el
caso de funciones a valores reales) y composicién de funciones diferenciables. En el caso de
dimensién finita, considerando la base candnica, representaremos las derivadas mediante
matrices (que no es otra cosa que la representaciéon matricial de las aplicaciones lineales
correspondientes). Dichas matrices se llaman matrices Jacobianas y sus coordenadas son
las derivadas parciales de la funcién.

En el caso de que la funcion tenga valores reales, se definirda la nocion del gradiente,
que corresponde a la direccion del maximo ascenso de la funcién, y se definird el espacio
tangente. En esta parte, se veran dos teoremas pilares para este curso, el teorema de
funcién inversa y el teorema de funcion implicita, este ltimo siendo la base para la
geometria diferencial.

Terminaremos esta parte con la derivacién de orden superior, el teorema de Schwarz (que
servird en la parte de optimizacién) y las series de Taylor para aproximar funciones de
varias (finitas) variables a valores reales.
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1. Aplicaciones lineales

En esta parte, estudiaremos funciones lineales entre espacios normados. Utilizaremos
frecuentamente el término aplicacion lineal o operador lineal para referirnos a tal fun-
cion. En la primera subseccion se verd que una aplicacion lineal es continua si y sélo si
es Lipschitz continua. A partir de esta caracterizacion, se definird una norma en el espa-
cio vectorial de las aplicaciones lineales continuas. Luego, en la siguiente subseccion nos
interesaremos en aplicaciones lineales entre espacios de dimensién finita. Veremos que di-
chas aplicaciones serdn automaticamente (Lipschitz) continuas y recordaremos (del curso
anterior del algebra lineal) como representarlas mediante matrices.

1.1. Norma de una aplicacion lineal continua

Sean (X, ||-||x), (Y, ]|-]ly) dos espacios normados.

Definicién 1.1 (aplicacién lineal). Una funcién 7' : X — Y se dice (aplicacion o opera-
dor) lineal si para todo =,z € X, A\ € R se tiene que:

T(x+z)=T(x)+T(z) y  T(\z) = \T(x).

Las aplicaciones lineales son las funciones naturales (morfismos) entre espacios vecto-
riales, en el sentido que respectan la estructura de los espacios. La siguiente proposicion
es fundamental e illustra la fuerza atras de la definicién anterior.

Proposicién 1.2 (Continuidad para aplicaciones lineales). Sean (X, ||-||x), (Y, ||-|ly) dos
espacios normados y 7' : X — Y una aplicacién lineal. Los siguientes son equivalentes:

(i). Existe k£ > 0 tal que | T(x)|ly < k||z||x para todo z € X;
(ii). T es Lipschitz continua con constante k > 0 ;
(iii). 7" es continua ;

(iv). T es continua en 0.

Demostracién. Las implicancias (ii) =-(iii)==(iv) son obvias.
Mostramos la equivalencia (i) < (ii). Para eso, supongamos primero (i) y consideramos
dos elementos arbitrarios y, z € X. Por la linealidad de T" deducimos que

Tly—2)=T(y) +T(=2) =T(y) - T(2).
Tomando z = y — z y aplicando (i) obtenemos
IT(y) = T(2)lly < klly = zllx,

es decir T" es k-Lipschitz. Mostramos ahora el reciproco: por la linealidad de T se tiene
T(0) =0. Sea z € X. Como T es k-Lipschitz, deducimos que

IT(@)lly = 1T () = TO)lly < kllz—0]x = kll]x

lo que muestra (i).
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Nos queda demostrar que (iv) =(i). Para eso, supongamos que 7" es continua en 0.
Entonces (para ¢ = 1) existe § > 0 tal que

lzllx <0 = |T(x)lly <1,

Nuestro objetivo es mostrar que (i) se cumple con k = 61, es decir

1
T (z)]ly < 5 ||| x para todo x € X.

Supongamos el contrapuesto. Entonces existe z € X tal que

7@y > 5 s (1)

(jObservad que (1) garantiza que Z # 0!) Tomando
] _
Sp=b6—— S5 e znzzan(””—)
se tiene ||z,||x = 0, < 0, y por lo tanto ||T'(z,)|y < 1. Entonces, para todo n > 1 se tiene
T O, _ _ _
ITC)lly = 1T { dni—= | Iy = T IT@)ly <1 = &l[T@)]y <[zl
12| x 171 x

Tomando el limite n — oo se obtiene §||T(z)||y < ||Z| x, lo que contradice (1). La demos-
tracién es completa. O

A continuacién anotaremos por
L(X,Y)={T:X —Y lineal, continua }

el conjunto de las aplicaciones lineales y continuas de X a Y. Es facil ver que dicho conjunto
es un espacio vectorial. Mostramos ahora que £(X,Y’) admite una norma natural que lo
transforma en un espacio normado.

Proposicién 1.3 (norma de un operador lineal). Sean (X, ||-||x), (Y, ]|-]ly) dos espacios
normados. Para cada aplicacién lineal continua 7" : X — Y se tiene:

[ Tllop := sup [[T(x)lly = fof {k>0: |T(@)]y <klz|x, VeeX}. — (2)

[zl x=1
Demostracion. Observamos primero que
T
inf {k>0: ||[T(2)|ly <k|z|x, Yx € X} = sup {M} (3)
=0 L llzllx
Dado que para cada A € R, A # 0 se tiene:
1Ty [1T(@)]ly

zllx  lzllx

el supremo en la (3) se puede tomar en la esfera unitaria Sy = {z € X : ||z||x =1} ¥
por lo tanto (2) es cierta. O
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Ejercicio 1.4 ((L(X,Y),]|| - |lop) es un espacio normado). Comprobar que la funcién
T — ||T||lop dada por (2) es una norma en L£(X,Y).

La siguiente definicion destaca el caso particular donde el espacio normado Y es R. Este
caso tiene suma importancia en el andlisis funcional.

Definicién 1.5 (espacio dual). Sea (X, ||-||x) un espacio normado. El espacio normado
X" :=L(X,R) ={¢: X — R lineal continua }

se llama espacio dual del espacio normado X y sus elementos se suelen llamar formas
lineales. La norma || - ||, del espacio dual X* (que se suele llamar norma dual) esta dada
por la formula (proveniente de la formula general (2))

lolls == [lellop = sup |p(x)] = sup p(x).

2l x=1 llzllx =1
Terminamos la seccion con el caso donde X es un espacio de dimension finita.

Proposicién 1.6 (en dimensién finita lineal implica continua). Sea (Y ||-||y) un espacio
normado y T : R — Y una aplicacién lineal. Entonces T es continua, es decir, T €
L(RLY).

Demostracién. Dado que todas las normas en R? son equivalentes, trabajaremos con

la norma || - ||;. Sea {ey,...,eq} la base candénica de R? Mostraremos que T es Lips-
chitz continua con constante k = max{||T(e;)||y : i € {1,...,d}}. En efecto, sea x =
(71,...,74) € R Entonces:
d d d
IT@)[ly = ||>_@T(e)|| < D lwllIT(elly < kY lul =k,
i=1 Y i=1 i=1
lo que muestra lo pedido. O

En dimensién infinita existen aplicaciones lineales que no son continuas. Dimos a
continuacion un ejemplo.

Ejemplo 1.7 (aplicacion lineal discontinua). Sea X = ¢oo(N) el espacio de las sucesiones
eventualmente nulas y con norma:

||x||00 = sup |xn|a €T = (xn)n € COO<N)-
n>1

Entonces la aplicacién lineal
@ Coo (N) — R
(@) =2 511 Ty, T = (Tp)n € coo(N)

no es continua. En efecto, considerando la base canénica {e, : n > 1} de coo(N) se observa
que ||e,||so = 1, para cada n > 1, mientras que ¢(e,) = n.

6
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Ejercicio 1.8 (la funcién integral como aplicacién lineal continua.). (i). Sea L > 0.
Anotemos por (C([0, L]),]|| - ||«) €l espacio de Banach de funciones continuas en [0, L] a
valores reales. Muestre que la funcién integral

I:C(]o, )—>R

/f s, para cada f € C([0, L])

es una aplicacién lineal continua en C([0, L]), con ||I||op < L.

(ii). Fijamos ahora M > 0 y consideramos el espacio de Banach

de las funciones continuas del subconjunto compacto [0, M] x [0, L] de R? a valores reales.
Muestre que la funcion

® : C([0, M] x [0, L]) — C([0, M])

O(f)(x) = /f(x,s)ds, x €0, L], para cada f € C([0, M] x [0, L])

es una aplicacién lineal continua en C([0, M] x [0, L]) con ||®||op < L.

1.2. Representacion de una aplicaciéon lineal en dimensién finita

En esta seccion recordamos del dlgebra lineal de que cada aplicacion lineal entre es-
pacios de dimensién finita se puede representar por una matriz.

Empezamos con el caso donde el espacio de llegada es R y consideramos una forma lineal
¢ : RY — R. (Recordamos que ¢ debe ser continua, por la Proposicién 1.6). Poniendo

goi:gp(ei), ZE{l,,d}

la evaluacién de ¢ en la base canénica {ey, . . ., eq} de RY, se obtiene el vectorfila (1, .. ., ©4)
que representa la forma lineal ¢ € (RY)*. En particular, representando cada x € R? por
el vector—columna

X1

d
z — : donde x = E ze; € RY
representacién -
Zq

se observa que

X1

d d d
= @(ZIM) = ZIW(@@') = Z%% = (¢1,-- -, %a)
1=1 1=1 1=1

Zq



Cdlculo en Varias Variables (Parte 11) A. Daniilidis

En otras palabras, el resultado de la actuacion de la forma lineal ¢ € (R?)* en el vector
x € R coincide con el producto matricial del vector (1 x d) (que representa ¢) con el
vector (d x 1) (que representa x). Eso justifica nuestra eleccién de representar los vectores
del espacio primal R? por columnas y los vectores del espacio dual (R%)* por filas.

Considerando la norma-2 en R?, deducimos por la desigualdad Cauchy-Schwarz que

d
o)l = [ wpi| < llgllo-llell:  para todo & € RY, (4
i=1
y por lo tanto
el = sup [p(z)] <oz
[[zlla=1
d
Tomando = = Zcpiei (el vector de R cuyas coordenadas coinciden con la representacion
i=1
de la forma ¢) y
R x x
xr = — =
zll2 Il
vemos que ||Z]|ls =1y
1 d

o(2)] = = [lll2,

el

>

=1

es decir (4) se cumple con igualdad, es decir ||¢||. = ||| para cada ¢ € (R?)*, estable-
ciendo que el dual del espacio Euclidiano (R, || - ||2) es el mismo:

(R[] 1l2)" = (RE ] - l2) -
Ejercicio 1.9 (dual de R? con otras normas). Muestre que

R ) =R )y R o) = RS [-[h).

Trataremos ahora el caso general de una aplicacién lineal T : R — R’  con ¢ > 1. Para
eso, consideramos las bases canonicas {ei,...,es} de RYy {&1,...,é,} de R, luego, para
cada vector e; de la base de R? donde j € {1,...,d}, anotamos por (aij,...ag) las
coordenadas del vector T'(e;) de R* en la base canénica de R’, es decir:

y4
T(ej) = ZCLZ']‘ él
i=1

Entonces, representando como antes los vectores x € R? por columnas, la matriz con
entradas (a;;), con i € {1,...,¢} y j € {1,...,d} representa’ la aplicacion lineal T.

'En esta representacién, a;; es la i-coordenada (en la base canénica de RY) de la imagen por 7' del
vector e; de la base canénica de RY.
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d
C t te, si x = e; € RY ent tand
oncretamente, S1 x Zi€;j S , entonces representando
J=1
I
a1 Qa1 ... Q14
X3
T > : : : y r :
representacion representacion
Qe Qyo ... @
¢ 0 4d T4

tenemos

T(x) = T(ijej) = ijT(ej) =) (Z%‘%‘) €.

i=1 \j=1

En otras palabras, las (—coordenadas del vector T'(x) en R’ se obtienen (como vector—
columna) por el producto matricial de la matriz (¢ x d) (que representa 7' € L(R¢, RY))
con el vector—columna (d x 1) (que representa z € R%).

Ejemplo 1.10. (i). (d = ¢ = 1) La base canénica de R (de dimensién 1) es el vector
e = 1. Por lo tanto, la funcién lineal

o(z) =a x, reR
se representa por el nimero real a = ¢(1).
(ii). (d = 2, £ = 1) Consideramos la base canénica {ej, s} de R? y la aplicacién lineal
T(x1,x2) = a171 + asxs, r = (11,15) € R

Entonces 7' estd representada por el vector-fila (ay,as). En efecto, a; = T'(1,0) = T'(e;)
y as =T(0,1) = T(ez).

(iii). (d = 3, ¢ = 2) Consideramos la aplicacion lineal
T:R3 — R?
{ T(z1,x9,x3) = (1 — T2, 279 + T3)
Observamos que
T(e;) =T(1,0,0) = (1,0), T(ex) =T(0,1,0) =(—1,2) y T(e3s)=T(0,0,1)=(0,1)
por lo tanto para cada x = (1, T2, 73) € R? se tiene?:

gl
(1 =10 _ [ T1—x3
T(x)_(o 2 1) 2 _(2I2+x3>'

€3

2En la representacién matricial, los vectores de R? (d € {2, 3}) se tienen que representar por columnas.



Cdlculo en Varias Variables (Parte 11) A. Daniilidis

2. Diferenciabilidad

En esta parte introducimos la nocién de diferenciabilidad para funciones entre dos
espacios normados X e Y. Empezamos por recordar la definicion de la derivada de una
funcién f : R — R en un punto Z, luego daremos la definicién de una derivada en el
caso general y al final consideramos el caso particular donde los espacios X e Y son de
dimensién finita.

2.1. Derivada de una funcién de R a R (recordatorio)

Recordamos ahora la definicion de la derivada de una funciéon f : R — R en el punto
T € R. Decimos que f es diferenciable en Z con derivada a = f'(z), si

fz) — f()

lim ————= = )
xl—r>191? r— X “ ( )
lo que se puede re-escribir como
i @ —f@ —a—a) et f@ -
T r—2x u—0 U
Observamos que lo anterior es equivalente a pedir que

|u|—0 |ul

Contrariamente con la definicién (5), la formula anterior se puede extender (y asi haremos
en la siguiente subseccion) para funciones entre espacios normados. Para eso, se tendrd
que substituir cada vez el valor absoluto por la norma correspondiente e interpretar la
derivada f’(Z) como una funcién lineal continua:

p:R—=R
o(u) =a-u, ueR.

Con esta interpretacion, f'(z) € L(R,R) estard representada por el escalar ¢(1) =a € R
(es decir, la evaluacién de la forma lineal ¢ = f'(Z) en la base candnica de R que es el
vector e = 1). Luego (6) se puede escribir como:

L Ew = f@) - @) -

|u|—0 |ul

Antes de continuar, conviene recordar también la interpretacién geométrica de (6) me-
diante la funcién afin

lz) = f(Z)+ ¢z —Z) = f(T) +alx — T), z eR.

tLa gréafica de dicha funcién es una recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto
(z, f(Z)) (véase Figura 1) y la funcién afin ¢ estd aproximando (al orden 1) la funcién f
alrededor del punto z, en el sentido que

f(@+u)—0Z+u) 0
|ul lu|—0

10
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4 3() 5

VR

-

x

20 = £6) + £6) (=)

Figura 1: Recta tangente de f en (z, f()).

2.2. Derivada de una funcién entre espacios normados
Consideramos ahora el caso general. Sean (X, ||-||x), (Y, ||-|ly) dos espacios normados.

Definicién 2.1 (diferenciabilidad). Decimos que la funcién f : X — Y es diferenciable
en T € X, si existe una aplicacién lineal continua 7" € L(X,Y) tal que

1/ (Z +u) = f(7) = T(w)]ly

|l x—0 ||| x

— 0. (8)

En este caso, decimos que T es la derivada de f en Z y la anotamos por D f(Z).

Es importante destacar que la definicion de la derivada requiere, de forma implicita,
que la aplicacién T' € L(X,Y) que cumple (8) sea unica (dado que Df(z) = T). Eso no es
completamente obvio de la definicion anterior y se demuestra con la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2 (unicidad de la derivada). Hay a lo maximo una aplicacién lineal con-
tinua 7' € L(X,Y) que satisface (8).

Demostracién. Supongamos que existen 77,7, € L£(X,Y) cumpliendo (8). Sea ¢ > 0
(arbitrario). Entonces para i € {1,2}, existe §; > 0 tal que

I£(@+u) = £(@) = Twlly < 5 llullx  para todo u € Bx(0,4).

Tomando § = min{dy,d2} y u € Bx(0,0) se tiene que

T3 (u) = Tao(w)ly < |[Th(u) = (f(@ +u) = f(@) Iy + [ (f(Z +u) = () = Ta(u)|ly

€ €
< §||U||X + §||U||X = ellullx
y por lo tanto
(71 — T5)(u)[ly u
= [[(T = D) (5l < e
[|ullx ]

11
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Dado que lo anterior es cierto para todo u € Bx(0, ) y que la expresién del lado izquierdo
es 0-homogenea con respecto a la variable u se deduce

HTl_TQHop = sup H(Tl_TQ)(U)HY < £

lvllx=1
y como € > 0 es arbitrario, se concluye que ||} — T3||op = 0 y por lo tanto T3 = T5. O

Mostramos ahora que la diferenciabilidad es una nocién maés restrictiva (més fuerte)
que la continuidad.

Proposicion 2.3 (diferenciabilidad implica continuidad). Sea f : X — Y una funcién
diferenciable en z € X. Entonces f es continua en z.

Demostracién. Sea T = Df(z) € L(X,Y). Mostramos que f es continua en z. Seac > 0
(arbitrario). Entonces existe § > 0 tal que para todo u € Bx/(0, 9)

1f (@ +u) = f(Z) = T(u)ly <elullx.

Podemos empequenecer § > 0 para asegurar que

3

0 < —.
T lop +&

Entonces para todo u € Bx(0,d) deducimos que

(@ +u) = F@)|ly < (@ +u) = f(2) = TW)lly +[[T(w)]ly
<elfullx + [ITlop lfullx < (e +[[Tlop) 6 <&

Lo anterior muestra que f es continua en . O

El siguiente ejercicio se enfoca en un caso particular de la Definicion 2.1.

Ejercicio 2.4 (derivada de una funcién a valores en R¥). Sea (X, ||| x) un espacio normado
v f: X — R’ una funcién. Anotamos por {f;}¢_; las coordenadas de la funcién f en la
base canénica {éy,...,&} de R’ es decir,

¢
flz) = Zfi(q:)éi para todo = € X.

Muestre que f es diferenciable en & € X si y solo si f; : X — R es diferenciable en z
para todo i € {1,...,¢}. En este caso, muestre que

Df(z)(u) =Y Dfi(z)(u)é;  para todo u € X,

es decir, la derivadas {Df;(z)}¢_, son las coordenadas de la aplicacién lineal continua
Df(7): X — R

12
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2.3. Derivada direccional, derivadas parciales

Sean (X, [-||x), (Y.|l-|ly) dos espacios normados y sea f : X — Y una funcién.
Consideramos la restriccién de la funcion f en la recta que pasa por el punto £ € X y
que tiene direcciéon u € X \ {0} :

p:R—=Y
{ o(t) := f(Z + tu) teR

Decimos que la funcién f tiene derivada direccional en & € X en la direccion u si la funcion
h es diferenciable en 0. En este caso, anotamos dicha derivada direccional (jnecesariamente
tunical) por df (Z;u) y se cumple:

df (z;u) == ¢'(0) = lim J@+te) = f(j;)

t—0 t

(9)

Proposicién 2.5 (derivada direccional vs derivada). Sea f : X — Y una funcién dife-
renciable en € X. Entonces para cada u € X \ {0} se tiene:

df (z;u) = Df(T)(u),

es decir, la derivada direccional de f en T y en la direccién u existe y es igual a la evaluacion
de la derivada Df(z) € L(X,Y) en w.

Demostracién. Anotemos 7' := Df(z). Tomamos ¢ > 0 arbitrario y ponemos £; =
e/||ul|x. Entonces existe §; > 0 tal que para todo v € Bx(0,d;)

1f(Z+v) = f(Z) = T()lly <erllv]lx.
Sea § = 01 /||u||x. Entonces para cada t € (—0,9), se tiene que v := tu € Bx(0,0,) y por

lo tanto ~ ~
1/ (z + tu) = f(2) = T(tu)lly
t
o de forma equivalente (dado que T'(tu) = tT(u) y € = &1 ||u|| x)

< e [Jullx

St — (3
LEETRERC P
t Y
Lo anterior significa que
i E I = S@) ey Z by )
t—0 t
lo que muestra lo pedido. O

Es importante notar que la existencia de todas las derivadas direccionales no garantiza la
existencia de la derivada, como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.6 (funcién no diferenciable con derivadas direccionales). La funcién f : R? —
R dada por
1, si 0<uazy<a?

f(xlaxQ) =

0, si no

no es continua en el origen (0,0) € R? (y por lo tanto, no es diferenciable en este punto,
véase Proposicion 2.3). Sin embargo, el lector puede comprobar facilmente que existen
todas las derivadas direccionales de f en (0,0) (y son iguales a 0).

Cerramos esta subseccion con la siguiente definicién para el caso de funciones definidas
en un espacio de dimension finita.

Definicién 2.7 (derivadas parciales). Sea f : R? — Y una funcién y {ey,...,eq} la base

canénica de R?. Llamamos j-derivada parcial de f en € R? y anotamos por %(j) 0
J

0;f(7), la derivada direccional de f (en Z) en la direccién e;. En otras palabras:

of

% (7) = 5, (1) = df (T )

Las derivadas parciales son casos particulares de derivada direccional en dimension
finita, donde la direccién considerada es un vector de la base candnica.

2.4. Representacion de la derivada en dimension finita

Como hemos visto, la derivada D f(Z) de una funcién f : X — Y en z € X es una
aplicacion lineal continua y por lo tanto admite una representacién matricial, cuando los
espacios X e Y son de dimensién finita (véase Subseccién 1.2). En efecto, supongamos
que X = R? e Y = R’ Considerando las bases canonicas en ambos espacios y anotando
por {f;}{_, las coordenadas de la funcién f en la base candnica de R® obtenemos (cf.
Ejercicio 2.4) que

Luego, la aplicacién lineal T = D f(z) € L(R? R’) se representa por una matriz (a;),%, L,
(cf. Subseccion 1.2). Los coeficientes de esta matriz se obtienen mediante la formula:

afi

aij = Dfi(7)(e;) = dfi(T5¢j) = 5

(7)

donde la pentultima igualdad proviene de la Proposiciéon 2.5 aplicada a la i-coordenada
fi + X — Ry la ultima igualdad es la Definicién 2.7 aplicada a esta misma funcion.
En otras palabras, la entrada a;; de la matriz que representa la derivada Df(z) es la
j-derivada parcial de la coordenada f; de la funcién f.

14
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Definicién 2.8 (matriz Jacobiana). Sea f : RY — R’ una funcién diferenciable en 7 € R%.
Llamamos (matriz) Jacobiana de f en T —y anotamos por J f(z)— la matriz (¢ x d) que
representa la derivada D f(Z) en las bases canénicas de R? y R¢:

%(j) %(E) g—g(f)
Df(z) e o @)= : : : (10)
g—ﬁ(i) %(E) g—Z(f)

Aunque la matriz de la formula (10) se puede definir formalmente siempre y cuando las
derivadas parciales existan, dicha matriz no se puede llamar Jacobiana de f si la funcién f
no es diferenciable en z. (jNétese que la Definicién 2.8 requiere la existencia de la derivada
Df(z)!).

Recordamos que puede ocurrir que una funcién no sea diferenciable en un punto, pero
que tenga todas sus derivadas parciales (incluso todas las derivadas direccionales) en este
punto, véase Ejemplo 2.6. Por otra parte, la Proposicién 2.2 (unicidad de la derivada)
nos dice que la martiz formada por las derivadas parciales es el tinico candidato para ser
Jacobiana (es decir, para representar la derivada) en dimensién finita. Eso proporciona
un método para decidir si una funcién f : R — R? es diferenciable o no en un punto
z € R? y que en el caso que lo fuera, obtener su derivada?:

Paso 1. Calcular todas las derivadas parciales en Z.
(Si hay al menos una derivada parcial que no existe, entonces f no puede ser dife-
renciable por la Proposicién 2.5.)

Paso 2. Formar la matriz de la formula (10) que es el candidato de ser Jacobiana.

Paso 3. Trabajando en coordenadas comprobar directamente si (8) se cumple o no, donde
T esté substituida por la matriz candidata. La funcién f serd diferenciable (con
derivada representada por la matriz candidata) si y sélo si (8) se cumple.

A continuacion veremos un ejemplo donde el método anterior se pone en practica.
Ejemplo 2.9 (decidir sobre la diferenciabilidad). Consideramos la funcién f : R* — R
dada por

1 |z2| .
—E2L 0 osio (2, 29) # (0,0)
Vaival’
f (I 1y 1’2) = b
0, si(x1,22) =(0,0).
Invitamos al lector de comprobar que la funcién anterior es continua en cada punto. Luego,
las dos derivadas parciales existen y son iguales a 0 :

0 — _
O (0,0) = df((0.0): ) = iy TEOTOO 1 D20y
0.0 = 41(0.0e0) 1y TEIZIOD 10, D20

3También se podrfa mirar de primero si f es continua en Z (si no lo fuera, tampoco podria ser
diferenciable ahi, véase Proposicién 2.3).

15



Cdlculo en Varias Variables (Parte 11) A. Daniilidis

Por lo tanto, si la derivada de f en (0,0) existiera, estaria representada por la matriz
(1 x 2) con entradas 0, es decir, serfa necesariamente igual a la aplicacién lineal 0. Se
trata entonces de mirar si el siguiente limite existe y es igual a 0:

lfm | £((0,0) + (u1, u2)) — £(0,0) — O(uy, ug)| _ lm U U2 _ 9
(u1,12)(0.0) N (ur.u2)=(0.0) | uf + u3 '

Es facil ver (tomando u; = ug = % — 0) que el anterior limite no existe, y por lo tanto f
no es diferenciable en (0, 0).

Ejercicio 2.10. Mostrar que la funcién f : R? — R dada por

j;ﬁ—icgy si <I1,$2> # (070)

0, si (x1,22) = (0,0).

f('rlax?) =

es diferenciable en el punto (0,0) y encontrar su derivada.

Terminamos esta subseccion introduciendo una terminologia importante que se aplica
en el caso £ =1 (es decir, cuando el espacio de llegada es de dimension 1).

Definicién 2.11 (gradiente). Sea f : RY — R una funcién diferenciable en 7 € R%. Lla-
mamos gradiente de f en  —y anotamos por V f(z)— el vector de R? cuyas coordenadas
en la base candnica son las mismas que las de la matriz Jacobiana J f(Z) que representa
la derivada. En otras palabras:

af /—

o (7)

vi@ = (11)

Es importante destacar que el gradiente Vf(Z) (como todos los vectores de R?) se re-
presenta por una matriz (d X 1) mientras que la Jacobiana Jf(Z) —que representa la
derivada Df(z) € L(R?,R) = (R?)" = R? que pertenece al espacio dual (R?)"— es una
matrix (1 x d). Mientras que los espacios R? y (]Rd)* son obviamente isémorfos (dado que
tienen la misma dimensién d), no son identicos. En particular, el espacio dual (conocido
también como espacio de formas) actia sobre el espacio inicial: cada elemento de (Rd)*
es una aplicacién lineal (continua) de R? a valores reales, y dicha actuacién se representa
por el producto matricial de la matriz (1 x d) que representa las formas lineales (y en
particular la Jacobiana) por la matriz (d x 1) que representa los elementos del espacio
inicial R? (en particular el gradiente).

Veremos més adelante la importancia del nuevo objeto introducido (gradiente) y su in-
terpretacién geométrica.
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2.5. Criterio de diferenciabilidad (dimensién finita).

Veamos ahora un criterio practico para establecer la diferenciabilidad de una funcién
entre espacios de dimension finita.

Proposicién 2.12 (continuidad de las derivadas partiales). Sea f : R? — R una funcién

yr= (:L‘l, 19) € R?. Supongamos que las derivadas parciales —f, g—f existen en un abierto
convexo* U que contiene el punto  y que son continuas en z. Entonces f es diferenciable

en r.

Demostracién. Tomamos u = (uy, us) € R? de forma que z + u € U. Entonces, traba-
jando en coordenadas tenemos:

flar 4 ur, o +ug) — flan, 22) = (12)
= f(&?l + U1, T2 + UQ) — f(.??l + Uy, x2>1+\f(m1 + ul,xQ) — f(;Ul, .1,’2)1.

A B

Consideramos las funciones

p1(s) = f(r1 + s, 29) Y ©2(7) = f(o1 + ur, 72 + 7).

Observamos que por nuestra hipotesis, las funciones ¢; y @9 son diferenciables, con deri-
vadas dadas por las formulas (véase (9) y Definicién 2.7):

O1(s) =df ((x1 + s,m9)561) := —— (21 + 8, 22) para todo s € [0, u4] y

81’1

oo(T) = df (1 + u1, 2+ 7);€9) := ——(x1 + u1,x2 + 7) para todo 7 € [0, uy).

(9:102

Por el teorema del valor medio, existen ¢; € [0,u;] y ¢2 € [0, uz] tales que:

0
B = p1(u1) — ¢1(0) = (1) ug = mf (w1 + ¢, w2) vy y
1

0
A = pa(uz) — p2(0) = py(c2) ug = 8:5 (1 + Uy, T9 + 2) Us.
2

Substituyendo los valores de A y B en la ecuacién (12) obtenemos:

0 0
f($1+01,$2)u1 + —f($1+u1,$2+02) ug. (13)

flxy +uy, xo +ug) — f(x1,29) = 0, Dy

Para cada z = (z1,22), w = (wy,ws) € U anotemos por T'(z,w) la aplicacién lineal
continua de R? a R representada por

Lo, 2 w)
81’1 al'g
4Un conjunto U se dice convexo si para cada y,z € U el segmento [y, z] := {ty + (1 —t)z: t € [0,1]}
esta contentido en U.
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La continuidad de las derivadas parciales y la equivalencia de normas en R? asegura que
la aplicacién
T:UxU(CRY) = (LERR), || - |lop) =R

es continua. Obtenemos de (13) que

flz+u) — flz) = (ﬁ(xl + e, @) ﬁ(x1+u1,xg+02)) ( “ > =T(x+c,z+8)(u)

0x; " 01y Us

donde ¢ = (¢1,0) y ¢ = (uy, ¢2). Poniendo

obtenemos
[fx+u) = flz) =T =[(T@+c,x+e)=T) (W] <|[T(x+c,z+¢) —Tlop - |[u]
y por lo tanto

|[f(x +u) — fz) = T(u)]

[Jull

<T@+, +8) = Tllep.

Observando que ||u|| > max {||c||, ||¢||}, deducimos que

lim |[|[T(x+c,z+¢) —T|lop =0,

[|ull—0

lo cual muestra que T' = (ﬁ(x) ﬁ(x}) es la derivada de f en x. O

ox1 ) Oxo

Observacién 2.13. La Proposicién 2.12 se puede generalizar para funciones f : R — R
con d > 3. El lector esta invitado a elaborar los detalles imitando la demostracién anterior.
En particular, en la ecuacién (12) tendriamos ahora la suma de d-terminos de forma

fler+ur, .o+ i, Tir + Uigr, Tigo, - -, Ta) — f(o1+ur, ., T+ W, T, - ., Ta),
- —_———

-~

y considerariamos d-funciones

@i+ [0,u] — R
@i(s) = (w1 +uy, ... s Li—1 + U1, Ti + S, Tigr - , Zq),
donde i € {1,...,d}. El resto de la demostracién sigue los mismos pasos.

Por 1ltimo, combinando la Observacién 2.13 con el resultado del Ejercicio 2.4 obtenemos
el siguiente resultado:

Proposicién 2.14 (criterio de diferenciabilidad). Sea f : RY — R’ una funcién. Si para

cadai € {1,...0} yj €{1,...d} las derivadas parciales ggf existen en un abierto convexo
J

U que contiene 7 € R? y son continuas en z, entonces f es diferenciable en .
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El reciproco de la proposicién anterior no es cierto (es decir, la Proposicién 2.14 no es
una caracterizacion de la diferenciabilidad). Esto se puede ver incluso en el caso d = ¢ = 1,
donde el resultado se traduce en que si una funcién diferenciable, su derivada no es

necesariamente continua®.

Ejemplo 2.15. Consideramos la funcién f : R — R dada por

t?sing, si t#£0

f(t) =
0, sit=0.

Es facil ver que f es diferenciable en cada punto, con derivada

1 1
() =2t sin; —cos—, sit#£0 y
t2sin(t™1)
/ _ 14 : -1\ _
FOr=im—— = lgrom) =0

pero f’ no es continua en 0.

Basandonos al ejemplo anterior, el siguiente ejercicio illustra un contrejemplo al reciproco
de la Proposicion 2.12. Invitamos al lector de elaborar los detalles.

Ejercicio 2.16. Mostrar que la funcién f : R? — R dada por

fony) = (% +y?) sin (\/TTyz) , st (x,y) #(0,0)
0).

existen en todo R?)

0, si (z,y) = (0,
es diferenciable en cada punto (en particular, las funciones 8—f y ?
pero ambas derivadas parciales son discontinuas en (0, 0).

Volviendo a la Proposicion 2.14, podemos hacer la siguiente observacién: si todas las
derivadas parciales de una funcién f : R? — R’ existen y son continuas en un conjunto
abierto no vacio U C RY, entonces f es diferenciable en U y la funcién derivada

Df:U — L(RY RY) =R

es continua. En efecto, el espacio vectorial £(R%, R?) es de dimensién finita (es isomorfo
al espacio My, de matrices que tiene dimension ¢ - d). Por lo tanto la convergencia en
el espacio normado (L(R% R?),||-||op) es equivalente a la convergencia coordenada-por-
coordenada de las matrices Jacobianas, lo que se traduce a convergencia de todas las
derivadas parciales (véase (10).

lim 8‘?_ () = %(mn)
lim Df(x,) = Df(x) = fne !
N . Vie{l,....0}, Vje{l,...,d}

-~

convergencia en norma ||-||op

Terminamos esta subseccién con la siguiente definicién.

Por otra parte, para funciones f : R — R la derivada f’ tiene siempre la propiedad de Darboux (es
decir, que en cada intervalo (a,b) la derivada f’ toma todos los valores entre f'(a) y f/(b)).
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Definicién 2.17 (funciones de clase C1). Sean (X, ||| x), (Y, ||:|ly) dos espacios normados
y f: X — Y una funcién diferenciable (en cada z € X). Decimos que f es de clase C', y
anotamos f € C1(X,Y), si la funcién derivada

Df : (X7 H”X>_> (L:(X’Y)? || : ||0p)
es continual®.

Corolario 2.18. Una funcion f : R — R’ es de clase C! si y sélo si todas sus derivadas
parciales existen y son continuas.

3. Calculo con derivadas

En esta seccion veremos que la diferenciabilidad se mantiene mediante operaciones
bésicas: combinaciones lineales, productos (en el caso de funciones a valores reales) y
composiciones.

3.1. El espacio vectorial de funciones diferenciables

Sean (X, ||-|lx), (Y, ||-]ly) dos espacios normados y z € X. Mostramos primero que el
conjunto de funciones de X a Y que son diferenciables en T es un espacio vectorial.

Proposicién 3.1 (diferenciabilidad de la combinacién lineal). Sean f,¢g : X — Y dos
funciones diferenciables en * € X. Entonces para cada A € R la funcién:

f+XAg: X =Y
{ (f + Xg)(x) := f(z) + Ag(x), para todo z € X
es diferenciable en z con derivada
D(f + Ag)(z) = Df(Z) + ADyg(7).
Demostracién. Consideramos la aplicacién lineal continua
T:=Df(z)+ A\Dg(z) € L(X,Y)

como candidata para ser derivada en Z de la funcién f + Ag. Entonces para v € X \ {0}
tenemos:

I(f+ A9 (@ +u) = (f +Ag)(@) = T()lly _ [[f(Z+u) = f(Z) = Df(@)(w)lly

ul] = [Jul]
+ Plllgtz + —ng<|a|:> — Dy(@)(w)lly

Dado que f y g son diferenciables en z, el limite de la parte derecha de la desigualdad
anterior es igual a 0 cuando ||u||x — 0, de lo que se deduce la diferenciabilidad de la
funcién A\ f + g con derivada T O

6 A veces empleamos una terminologia ligeramente ambigua diciendo que la funcién f es continuamente
diferenciable.
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El resultado anterior dice que las funciones f : X — Y que son diferenciables en un
punto z € X forman un espacio vectorial. Combinando con la Proposicién 2.3 deducimos
que el espacio

DX,)Y)={f:X =Y : fdiferentiable }

es un subespacio vectorial de las funciones continuas C(X,Y’). En particular se tiene:
CHX,Y) <D(X,Y) <C(X,Y) <Y*.
Consideramos ahora el caso particular donde Y = R.

Proposicién 3.2 (diferenciabilidad del producto). Sean f,g : X — R dos funciones
diferenciables en z € X. Entonces la funcién:

{ fg: X - R
(fg)(z) = f(x)g(z), para todo z € X

es diferenciable en z con derivada
D(f9)(z) = g(z)Df(Z) + f(Z)Dg(Z). (14)
Demostracion. La aplicacion lineal continua
T = g(2)Df(2) + f(z)Dg(2) € L(X, )

es ahora nuestro candidato para ser derivada de la funcién fg en el punto z. Consideramos
ue X\ {0} y tenemos:

(f9)(@ +u) = (f9)(7) = (¢(2)Df(Z) + f(2)Dg(2))(u) =
= [T+ ) [g(7 +u) - g(7) = Dg(z)(u)] +
+9(@) [f(z +u) = f(z) = Df(@)(w)] + [f(7 + u) = f(2)] Dg(7)(w).
Recordamos por la Proposicién 2.3 que f (siendo diferenciable) es continua en z. Divi-

diendo por ||u||x y tomando el limite cuando ||u||x — 0 obtenemos por la (continuidad
y) diferenciabilidad de f en & que:

f@ o ) — o) = D@

[ul|x [

luego por la diferenciabilidad de la funcién ¢ en z:

9(@) [f(@+u) — f(z) - Df@)(W)] |

||| x [|ul| x =0

y por ultimo, por la continuidad de la funcién f en Z:

PO < 1o +0) ~ @109l — 0

|f(Z +u) — f(2)]

Se deduce que

i F9)G 1) = (£9)(@) ~ (9(2) DS (@) + () Dg())(w)

=0
llullx—0 [|u||x

lo que muestra (14). O
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3.2. Derivada de la composicion

En esta parte tratamos el caso de la composicion de dos funciones. En concreto, fijamos
tres espacios normados (X, |-||x), (Y;|l:llv) ¥ (Z,]|-]|z). El resultado principal nos dice
que la derivada de la composicion de dos funciones diferenciables existe y es igual a la
composicion de las respectivas derivadas. El enunciado preciso es como sigue:

Proposiciéon 3.3 (diferenciabilidad de la composicién). Sea f : X — Y una funcién
diferenciable en z € X y g : Y — Z una funcién diferenciable en y = f(Z) € Y. Entonces
la funcién (composicién de g con f):

h: X —Z
h(z) = g(f(x)) para todo x € X,

es diferenciable en T con derivada

Dh(z) = Dy(f(z)) o Df(z) : (15)

S

TV
composicién de opedores lineales continuos

Demostracién. Ponemos T := Df(z) € L(X,Y) y Ty := Dg(f(z)) = Dg(y) € LY, Z).
Apostamos que el operador lineal continuo 7' = Ty 0 Ty € L(X, Z) serd la derivada de la
funcién h en z. Para establecer eso, trabajaremos como sigue. Sea v € X. Se tiene por la
desigualdad triangular de la norma y la linealidad del operador 75 que:

1T + u)=h(Z) = To(T1(u))]|z <
< [IM(T +u) — h(T) — %(f(f +u) = ()2 + || T2 (f (T +u) —j(i’) —Ti(u) |z
A B

Sea £ > 0. Dado que f es diferenciable en Z con derivada Ty, para e; = (2||T3||op) "€,

existe d; > 0 tal que para todo u € Bx(0,d;) se tiene que:
5
1 (Z +u) = f(2) = Ta(w)lly < gr7—lullx
2[| Tz lop
por lo que se deduce que
_ _ 5
B < | Tollopl| /(@ +u) = f(2) = Ta(u)lly < 5llullx. (16)

En particular, para todo u € Bx(0,d;) se tiene:

_ _ g
@+ 0) = £@lhy < (g + Tille ) s (17)
) \C |
veY —
k>0

Utilizando ahora que g es diferenciable en § = f(Z), para g5 = (2k)~le, existe d > 0 tal
que para todo v € By (0,d2) se tiene que:

19(g +v) = 9(9) = Ta(v)]|z < %HUHY- (18)
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Sea § := min{dy, %} Tomamos u € Bx(0,0) y ponemos v := f(Z + u) — f(Z). De la

ecuacién (17) se obtiene que
|vlly < Kllul|lx <kd <d = wve€ By(0,d).
Por lo tanto, dado que § + v = f(Z + u) se deduce de (18) que:
A < 9@ +w) = 9 @) = Blf@+u) = F@)lz < 52 lolly < 5 lulx. (19)
Combinando (16) y (19) se concluye que:
[1(Z +u) = h(z) = (Ta0 T1)(u)]lz < A+ B < ellul|x

para todo u € Bx(0,d), lo cual garantiza que Dh(Z) = Ty o T7. a

3.3. Regla de la cadena en dimensién finita

Consideramos ahora el caso de dimensién finita, tomando X = R% Y =R™y Z = R’.
Suponiendo que f : R? — R™ es diferenciable en Z y g : R™ — R’ es diferenciable en
y = f(Z), entonces podemos representar la derivada D f(Z) por la Jacobiana Jf(Z), que
es una matriz (m x d), luego la derivada Dg(y) por la Jacobiana Jg(y) que es una matriz
(¢ x m). En este caso, la composicién (15) corresponde a una multiplicacién de matrices,
y la matriz Jacobiana de h en T (que representa la derivada Dh(Z)) serd la matriz (¢ x d)
que resulta de dicha multiplicacion.

g_ili(f) g_;z;(@) %(g) 5%@) g_ﬁ(j;) g_g;(j)
I = Lo fey) 16 :
g_;”f(j) %(f) R %(g) %(g) %(@ ?‘TZ@)
Jacobian;,de hen T Jacobiana deg en § = f(T) Jacobian;’de fenz

Anotando con

Ok .

—— kedl,... 1,....d

8x]<w)7 6 { ) 7m}’ j E { Y 7 }7
las derivadas parciales de f en  y con

dgi

), i1e€{l,.... 0}, ke{l,....,m},
5y @) el ke {1 m)

las derivadas parciales de g en § = f(), tenemos la siguiente formula para las derivadas
parciales de h en T que proviene de la multiplicacién de matrices:

Ohi, .  ~~0gi,  Of, _

(regla de la cadena) (20)
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Observacion 3.4 (convecién de Einstein). Se suelen hacer dos simplificaciones en la
formula (20). La primera es que se omite el punto (Z o respectivamente y) donde se
evaluan las derivadas, escribiendo solo

oh; “~ dg; Ofy

Or; = Oy oz,

La segunda simplificacién (conocida como convencién de Einstein) consiste en omitir el
simbolo de la suma y escribir

oh;  0g; 0

_ 99: 0k (21)
Or; Oy Ox;

con el entendimiendo de que si existe un indice comun, se debe sumar en todo el rango de

dicho indice (en este caso k € {1,...,m} dalugar a la sumatoria de 1 a k). Cabe mencionar

que en las ecuaciones anteriores se suele hacer un abuso de notacion que consiste en anotar
las derivadas parciales de la funcién g utilizando como variable del denominador la funcion
f. Con este abuso, la ecuacién (21) darfa:

oh, g, 0fi
8:(:j N 8fk &cj

(Ese abuso es muy frecuente en formulas de fisica o de mecénica.)

3.4. Aplicaciones de la regla de la cadena

En esta parte presentaremos unas aplicaciones de la regla de la cadena, que tienen
importancia intriseca.

3.4.1. Teorema del valor medio

La primera aplicacion que vamos a presentar es el llamado teorema del valor medio,
que es un resultado primordial de la teoria de funciones diferenciables. El resultado general
es una consecuencia del mismo teorema para funciones de una variable a valores reales
combinado con la Proposicién 3.3 (derivada de la composicién). El enunciado preciso es
como sigue:

Proposicién 3.5 (teorema del valor medio). Sea (X, ||{|x) un espacio normadoy f : X —
R una funcién diferenciable (a valores reales). Sean z,y € X. Entonces existe z, € [z, y]
tal que

fy) = f(x) = Df(z)(y — x). (22)

Demostracién. Consideramos la funcién h : R — X con h(t) = x + t(y — x), para
todo t € R. Observamos que la funcién h es afin, por lo tanto diferenciable, con derivada
R (t) =y — x, para todo ¢t € R. Por la Proposicién 3.3 se deduce que la funcién

{ p:R—=>R
p(t) = (f o h)(t)
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es diferenciable con derivada

¢'(t) = Df(h(D))(W'(t)) = Df(h(t))(y — ).

Aplicando el teorema del valor medio para la funcién ¢ entre los puntos t = 0y t = 1
deducimos la existencia de un punto ¢, € [0,1] tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(t.). Poniendo

2z = h(t,) = 2 + t.(y — z) y observando que ¢(0) = f(h(0)) = f(z) y (1) = f(h(1)) =
f(y) obtenemos (22). O

Observacion 3.6 (teorema del valor medio en el caso Euclideano). Si el espacio normado
es el espacio Euclideano (RY, ||-||2), entonces representando la derivada Df(z,) de f en z,
por la Jaboniana

of of

_ (95 o5 _ T
y usando el producto escalar, se tiene que:

Df(z)(u) = Vf(z)"u= (Vf(z),u) paracada u € R%
por lo tanto (22) es equivalente a

fly) = f(z) = (Vf(z),y — ).

Ejercicio 3.7. (i) Mostrar que si f : X — R’ es una funcién diferenciable, entonces para
cada x,y € X existe M > 0 tal que:

1f(y) = f()llre < Mz —yllx.

(Indicacion: Aplicar la Proposicién 3.5 para cada coordenada f; de la funcién f.)
(ii). Mostrar que si f : X — R es de clase C' y Df(z) = 0, entonces para cada & > 0
existe 0 > 0 tal que:

1F () = f@)llre <elle —yllx,  paratodo x € B(z,0).

3.4.2. Derivada de una funcién a lo largo de una curva

Sea f : RY — R una funcién diferenciable y v : R — R? una curva’ diferenciable.
Anotamos por ¢ la restriccién de la funcién f en v(R), es decir, ¢(t) = f(y(t)), para cada
t € R. Entonces por aplicacién directa de la Proposicion 3.5 se deduce que

of of RNy
&(t) = DF(() (1)) = (a—mw)), L a—gﬁ(v@))) =S
Ya(t) =

Veamos un ejemplo concreto:

7Si X es un espacio normado, una funcién de una variable a valores en X se suele llamar curva en X.
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Ejemplo 3.8. Consideramos la funcién f : R*> — R dada por f(z) = ||z||> =22 + 23 y
la curva
() = (71 (t), 2 ()" = (cost,sint)’, tecR.

Entonces D f(z) = (2x1,2x) v §(t) = (—sint, cost)?. Por lo tanto:

Df(~(t))(7(t)) = (2cost,2sint) < _czlsit ) = —2costsint + 2costsint = 0,

lo que es compatible con el hecho que la restricién de la norma en la esfera unitaria
St :=~(R) es constante.

Observacion 3.9 (formas diferenciables vs vectores tangentes). (%) En la geometria
diferencial, las derivadas de las curvas diferenciables sirven para definir los espacios tan-
gentes en una variedad diferenciable®. En efecto, cada elemento del espacio tangente en
un punto Z se puede representar como la derivada 4(0) de una curva diferenciable v con
~v(0) = Z. En el caso de un espacio normado (X, |-||x), su espacio tangente Tx(Z) en
un punto T € X es isomorfo a X, y en este sentido, las derivadas de las curvas de X
son elementos de la misma naturaleza como los elementos de X (y se representan por
vectores columnas en el caso que X = R%). Por otro lado, las derivadas de funciones f
de X a valores reales son elementos del espacio dual Tx(Z)* ~ X* al espacio tangente,
y se suelen llamar formas diferenciables. Las formas diferenciales actiian de forma na-
tural sobre los vectores tangentes. La ecuacién (23) es un caso particular, con la forma
Df(7(t)) € Tra(y(t))* =~ (RY)" actuando sobre §(t) € Tra(y(t)) ~ R?.

3.4.3. Cambio de coordenadas

En esta parte consideramos funciones diferenciables definidas en el plano R? a valores
reales. Notemos primero que cada vector no nulo z € R?\ {(0,0)} se puede representar a la
vez mediante sus coordenadas cartesianas (z1,22)? y mediante las coordenadas polares: el
modulo r = ||z||]z = /2?7 + 23 y el dngulo # = arg tan(zy/x1). Observamos que la funcién
de cambio de coordenadas (polares hacia cartesianas)

X :(0,400) x (—m, 7] = R%\ {(0,0)}
X(r,0) = (X1(r,0), Xo(r,0))T = (rcos@,rsind)”

es una biyeccién diferenciable’ con derivada DX (r,0) € L(R* R?) representada por la
Jacobiana

8X1(7‘a9) %(T,Q) ) B ( cosf —rsiné >

JX(r,0)=| .
(7,9) <88)i2(7,’9) %(r,@) sin 0 rcosf

Si f: R? — R es una funcién diferenciable dada por una formula en base de sus coor-
denadas cartesianas (por ejemplo, la funcién del Ejemplo (3.8) f(z) = 2% + 23 = ||z||3)

8Una variedad diferenciable es un objeto matemético que localmente aparece como espacio vectorial.
9n realidad X es un difeomorfismo, es decir, una biyeccién diferenciable con inversa diferenciable.
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entonces ' = f o X es la misma funcién expresada en coordenadas polares (en el ejemplo
anterior serfa F'(r,0) = r?), se deduce de la Proposicién 3.3 que

DF(r,0) = Df(X(r,0)) o DX(r,0)
lo que conduce a siguente representacién matricial mediante las Jacobianas:

(G050 00) = (sLoxeon 2exwmon) (g 00 ). @

or 0xq " 0xg S 50

Se deduce de lo anterior que

%—f = g—iagf}—l—g—aiaaxﬁ = <§—£> Cos@—((f—gi) sin 6
(25)

OF _ Of Xy | Of 90Xy _ of \ o of

55 = der 06 T oo =T <8—$1> sinf +r (8—z2> cos 6.
Ejemplo 3.10. En el ejemplo de la funcién f(z) = 2% + 22 = ||z||3 con expresién en
coordenadas polares F(r,6) = r? tenemos:

0 0
i) = (Lo ghw) = v aree = @)

lo que es compatible con (24):

cosf@ —sind ) cosf —sinf
(221,222) |(21,22)=X (r.0) < sind  cosd > = (2rcos@,2rsin ) ( sinfd  cosf ) = (2r,0)

3.5. Uso practico de la regla de la cadena.

La regla de la cadena en dimension finita se traduce por una ecuacién matricial (me-
diante las Jacobianas) la cual nos lleva a una expresién de las derivadas parciales de la
composicién en términos de las derivadas parciales de las funciones compuestas, véase (24)
y (25) respectivamente. En esta subseccién veremos una manera informal de usar la regla
de la cadena en la practica, lo que serda muy relevante en cursos de fisica o mecanica.
Explicaremos esta técnica mediante dos ejemplos:

Ejemplo 3.11 (derivacién de expresiones informales). (i). Consideramos la expresién
W = zexp(y/z)

donde las variables x, y e z dependen de otra variable ¢ como sigue:

x =t
y=1—1
z=1+2t
_ dw

Nos interesa calcular la derivada W (t) = La manera formal (y més lenta) para hacer

eso seria considerar las funciones

{F:RS—HR v {G:R%Rz)’

dt -

Fle,y,z) =W G(t) = (x(t), y(t), 2(t))"
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luego escribir W (t) = (F o G)(t) y calcular las Jacobianas respectivas. Otra manera
(informal, pero més répida) serfa considerar el diagrama

\%%

AN BN
X y =z
|
t

donde las variables aparecen a 3 niveles. En el primer nivel es la variable W, en el segundo
nivel son las variables x,y e z y en el tercer nivel es la variable . Para encontrar la
derivada de W con respecto a t, basta derivar W con respecto a cada una de las variables
del nivel inferior multiplicando cada vez con la derivada de dichas variables con respecto
a t. En concreto:

AW _dWds AWdy AW dz _
dt  dx dt  dy dt  dz dt
= 2t (e¥W/=D) — 2t) o= _ o (FOYE) yyw )
2(t) z(t)?
2 2 2 1 — 1 — 3 2 2 1—
:<2t_ t £( t)) (Lot 8P 542 t

v s )P T Taraer Parw

).

(ii). Vemos ahora un segundo ejemplo:

s-t

., r
z=¢"cosb donde { - JETE (26)

Representamos (26) mediante el diagrama:

r o

au N
s t s t

Nos interesa calcular la derivada parcial de la variable z con respecto a s. Aplicando la
derivacion informal en cadena tenemos:

dz dzdr dzdf
_ = — R r(t) _ r(t) o
ds drds + db ds ("W cosf(t)) t + (=" sinb(t))

= exp(st) <t cos(V/s2 + 2) — = sin(vis? + tQ)) .

S

V82 +t2 -

Vst 412

Ejemplo 3.12 (regla de la cadena: mas ejemplos). Consideramos la funcién
p(t)=f(t, f(t1), tER (27)
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donde f es una funcién diferenciable de R? a R. Calculemos su derivada mediante los dos
métodos.

M¢étodo formal: Introducimos las funciones
I:R— R? G:R? - R?
{ =y’ { G(t,s) = (t, f(t5))".
Observamos que ¢ = f oG o I por lo tanto:
¢'(t) = Df(G(I(t)) o DG(I(t)) o DI(t)
lo que nos lleva a la expresion:

1 0 1
of(GUUL of(G(
(1) = ( 15 oG ) - < afUI®)  OFU®) ) ' ( 1 ) =
ox oy

P 1 of of (0f  Of
_ (astgen af(tf(tt))).( >__+_(_+_)_

Ay —afa(;’t) + afa(;’t) Oz Oy \Or Oy

M¢étodo informal: Representamos (27) mediante el diagrama:

z
/ AN

r Yy

| e

t U v

| |

t t

donde z = f(z,y), vt = x(t) =t, y = y(u,v) con u = u(t) =t y v = v(t) = t. Calculamos:

oy = 42 - dzde dz fdy
P T drdt  dy \ dt

_dede | ds (dydu dydv)
S drdt  dy \dudt dvdt)
af of (of of of of (of Of
N T e IET  T  T A e A T
ox +8y (81’ +8y 8:U+8y 8$+8y

Ejercicio 3.13. Sea f : R? — R una funcién diferenciable. Calcule la derivada de la
funcion

o(t) = f(t, f(t, f(t, 1), teR

utilizando las dos maneras que se han visto (la manera formal y la manera informal).
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4. Ejemplos mas elaborados de derivacion

En esta parte veremos unos ejemplos més elaborados de célculo de derivada que tienen
a la vez interés teorico y practico.

4.1. Derivada de una forma bilineal continua

Sea (H,]||-]|) un espacio de Hilbert, donde la norma ||-|| proviene de un producto
escalar b. Consideramos el espacio producto
X=HxH

(que es un espacio vectorial) equipado con la siguiente norma:

(@, )l = VIl + [lyl]?>,  para cada (z,y) € X. (28)

Es fécil ver (véase Ejercicio 4.1) que la formula anterior es una norma en X que proviene
del producto escalar:

B((x,y), (',y)) = bz, 2") + b(y, /)
Ejercicio 4.1. Mostrar que (X, ||-||x) es un espacio de Hilbert.

Nuestro objetivo es mostrar que el producto escalar b de H, visto como funcién de X a
valores reales, es diferenciable en cada (z,y) € X.

Proposicién 4.2 (Derivada del producto escalar). Sea (H, ||-||) un espacio de Hilbert con
producto escalar b. Sea X = H x H equipado con la norma (28). Entonces la funcién

b: X >R
es diferenciable en cada (z,y) € X' con derivada:
Db((z,y))(u1, ug) = b(z, ug) + b(us,y), para cada (u1,us) € X. (29)

Demostracién. Sea (z,y) € X. Necesitamos encontrar una aplicacién lineal continua
T € L(X,R) := X* que serd un candidato razonable para formar el limite en (8). Para
eso, calculamos primero la derivada direccional. Sea u = (uy,us) # (0,0) una direccién
en X. Entonces:
, bz +tuy,y + tug) — b(x,
() (o1, 02)) = g T II TR IO ) gy

t—0 t

El célculo anterior sugiere que la aplicacion

{T:X—>R

30
T(uy,uz) = b(x,us) + b(u1,y), para cada (uj,us) € X, (30)

es el unico candidato para ser derivada. Utilizando el hecho que b es una forma bilineal,
dejamos al lector de comprobar que la aplicacién T' definida por (30) es una aplicacién
lineal en X', es decir, para cada (uy,us), (v1,v2) € X y A € R se tiene:

{ T((uy,uz) + (v1,v2)) = T(us + v1,us + v2) = T(uy, uz) + T(vy + v2)
T(AMuy,ug)) = T'(Auy, Aug) = AT (uy, us)
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Veamos ahora que T es continua: En efecto, para cada u = (uj,us) € X, usando la
desigualdad Cauchy-Schwarz para el producto escalar b en H deducimos:

[T (ur, ug)| < 16z, ug)| + [b(ur, y)| < ][ - [luzl|] + [[yl] - [luall (31)

Poniendo oy = ||z||, as = ||y|| luego 81 = ||uz|| ¥ P2 = ||u1]|, aplicando nuevamente la
desigualdad Cauchy-Schwarz para el producto escalar canénico {-,-) en R? obtenemos:

(|- Hul[ + [[yl] - ]| = crfy + azfs < \/Oé? + a%\/ﬁf + 05 = 1z, y)llx - [ (ur, uz)]] 2
(32)
Combinando (31) con (32) concluimos que 7' € L(X,R) con

1 Tlop < 112, y) |-

Nos queda comprobar que T' = Db((x,y)). Para eso, consideramos u = (uy, us) # (0,0) y
observamos que:

b(x +u1,y +us) = b(x,y) — T(ur,ug)| _ |b(ur, us)
[|(ur, uz)| % Vlwl? + [z
[Jua ] - Jusl|

< 1
= VP e = 2l

y por lo tanto
bz + ui,y +uz) — b(z,y) — T'(ur, us)

im
ullx—0 [|(u, ua)||
es decir, Db((x,y)) =T. O

=0,

Observacion 4.3 (derivada de una forma bilineal continua). Invitamos al lector de com-
probar que la demostracion anterior sigue vélida si supongamos que en lugar de ser
producto escalar, la funcién b es solamente una forma bilineal continua en H, es decir:
blug, ug) < M||ug|| - ||usl|, para todo uy,us € H. En particular, la demostracién anterior
no hace uso de la simetria del producto escalar, ni el hecho que esta definida positiva.
Como consecuencia se obtiene el siguiente resultado (donde usamos la misma notacién
como en la Proposicién 4.2 ):

Sib:HxH — R es una forma bilineal continua, entonces b, vista como funcién en el
espacio producto X = H x H, es diferenciable en cada (x,y) € X con derivada dada por
la formula (29).

4.2. Derivada de una formula integral

Sean B: R — Ry f:R? — R dos funciones de clase C'. Nos proponemos calcular la

derivada
B(x

)
d
. /f(:v,s) ds
0
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Para hacer eso, trabajamos como sigue: definimos las funciones

. P2
O R — R F:R —>Ry

y R
G(z) = (z,B(z)) f%my%—!fuﬁﬁw

La funcién G es diferenciable en todo z € R con derivada representada por la Jacobiana
(1,8'(x))T. Mostramos que F' también es diferenciable, ocupando el criterio de la Propo-
sicién 2.12 (continuidad de las derivadas parciales). Calculamos las derivadas parciales:

Yy
0 _
8i($7y) - ll;n(l) (f(x+t’ Si f(x’8)> ds.

Para cada s € R?, la funcién x — f(z, s) es diferenciable. Tomando ¢ € [—1, 1] y aplicando
el teorema del valor medio existe 0(s) € [0, 1] tal que

Flrt1,9) = fl,8) =t 92 (a -0(s)t, 5)

Dado que f es de clase C!, su derivada par(nal es continua y por lo tanto uniformemente
continua en el compacto [x — 1,z + 1] x [0, y] Deducimos que:

af af
—(x+0(s)t,s) — =—(x,s
Lo 05)t,5) — S as)

lim méx
t—0 s€[0,L]

=0,

y por lo tanto:

y y
—m [9f [ (Of
a—x(x,y)—llfl_{% %(x—l—@(s)t,s)ds—/]lfl_r%(ax(x—i-e >ds—/a z,8)
0

Por otra parte, fijando = € R y aplicando el teorema fundamental del calculo en la funcion
s+ f(x,s) obtenemos:
=— / flz.s) ,y).

Dejamos al lector de comprobar que ambas derivadas parciales de F

OF of OF _
() = / lesds vy G = o)

0

son continuas en R? por lo que se deduce que F' es derivable con Jacobiana
y
of 2
a—(x,s) ds, f(z,y) para todo (z,y) € R
x
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Concluimos que la funcién

H:R—-R

H(z)=(FoG)(z)=F(G(x

Q
—
a¥

I
=
8

»
~—

U

V>

es derivable en todo z € R con derivada:

B(=)
@) = 17 5(0) - IG@) = | [T ds. e pa) (5@))

por lo que se obtiene la formula de derivacién:

/

B(x) B(w)af
[asis) = [ s+ g )

0

5. Gradiente y espacio tangente

En esta parte veremos que el gradiente admite una interesante interpretacién geométri-
ca en el espacio Euclideano (R, ||-[]z). A continuacién, consideramos una funcién dife-
renciable f : R? — R y un punto # € R? tal que Df(Z) # 0 (dicho punto se llama
regular).

5.1. Direccion del maximo ascenso

Para todo u € R? se tiene:

IDf(@)(w)] = [(Vf(@),w)| < [[VI@)]l2-|ull2

por lo que se deduce que

V@2 > Hs‘lllngf(ﬂ‘:)(U) = llSﬁlgldf(f;u)- (33)
Ponemos V@)
T

Uy = - direccion unitaria del gradiente 34

MG ) (34

y observamos que
[Df(#)(u)| = KV f(Z),u)| = [[VF(@)]]2,

es decir, el supremo en (33) es maximo y la desigualdad se cumple con igualdad (en
particular, ||Df(Z)||op = ||V f(Z)|]2). La direccién del gradiente u, se llama direccion del
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mdzrimo ascenso de la funcion f, en el sentido que dicha direccion maximiza la derivada
direccional de f con respecto a todas las posibles direcciones unitarias:

df (z;u.) = sup df(z;u).

[lul[2=1

Por otra parte el modulo ||V f(Z)||2 del gradiente corresponde al valor de la derivada
direccional en la direccién del maximo ascenso, es decir:

df (z;u.) = [V f(Z)|]2-
[lustraremos la situacion con dos ejemplos:
Ejemplo 5.1 (méximo ascenso). (i). Consideramos la funcién f : R? — R con
flan, @) = ai + 25 = [lz|l3, o= (x1,22) €R?
El gradiente de f en el punto x = (z1,1,) € R? estd dado por la formula
Vf(xy,xe) = (201,215) <  Vf(x)=2x,

es decir, es co-lineal con el vector x. Eso significa que en cada x # 0 el maximo crecimiento
de la funcién f se alcanza en la direccién definida por x, lo que es normal por la isotropia
de f (sus niveles son las esferas centradas en el origen). En particular, la direccién u,(1,1)
del méximo ascenso de f en el punto (1,1) es la que apunte hacia la misma diagonal

V2 V2

us(1,1) = ( 9 ' 9 ).

W§(r )

[ —

9x) = sox “‘ijl

=
\J

Figura 2: Direccién de méximo ascenso.

(ii). Consideramos ahora la funcién

1
g(x1,19) = 5027 + 5953, x = (11,15) € R
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En este caso
Vg(l’l,.ﬁﬂg) = (1001’1,1}2)

y la direccién u,(1,1) del maximo ascenso de g en el punto (1,1) es casi horizontal:

100 1
v/10001 /10001

us(1,1) = ( ) =~ (1,0).

Ejercicio 5.2 (mdximo descenso). Si # € R? es un punto regular de una funcién diferen-
ciable f : R — R, mostrar que la direccién

es la direccion del maximo descenso de f.

5.2. Espacio tangente

En la dltima parte de la Subsecciéon 2.1 hemos definido la recta tangente al grafo de
una funcién diferenciable f : R — R en el punto (z, f(Z)) como el grafo de la funcién afin
Uz) = f(z) + f'(z)(xr — %), z € R, de su aproximacién. Poniendo y = ¢(x) e y = f(Z)
obtenemos la siguiente formula para la recta tangente:

y—y=rf@-2 <= ((f@),-1)@-2y-9k =0 (35

donde (-, -)gz denota el producto escalar canénico de R? entre el vector (f'(z),—1) y el
vector (x — Z,y — 1), es decir, (z,y) pertenece a la recta tangente del grafo de f que pasa
por el punto (Z,7) si y sélo si

(f'(@),=1) L (= Z,y = §)-

Lo anterior admite una generizalizacion directa en el caso de una funciéon diferenciable
f:R?Y — R. En efecto, para cada = € R? se define el espacio tangente Tyonp)(Z, f(Z)) al
grafo de f

gph(f) := {(z, f(z)) : z € R’} C R*™

en el punto (z, f(Z)) € R4 como sigue: Para cada (v,y) = (21,...,74,y) € R se
tiene:

(2, 9) € Tynp (2, f(2)) == ((Vf(2),—1), (¢ =T,y = §)rarr =0 (36)

En el caso d = 2, el espacio tangente se llama plano tangente al grafo de una funcion
f : R?* - R en el punto (7, f(Z)) = (Z1,Zs, f(T1,7T2)) € R®. En este caso, el plano
tangente tiene normal

ny = (Vf(2),—1)
y pasa por el punto (z, f(z)).
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Ejercicio 5.3 (espacio tangente como nticleo de un gradiente). Sea f : R? — R una
funcién diferenciable y 7 € R? (arbitrario). Muestre que el punto (z, f(Z)) € R4 es un
punto regular de la funcion
{ O RH! SR
(z,y) = flx) —y
y que el espacio tangente Tyn(p)(Z, f(Z)) coincide con el nicleo de la derivada de ¢ en
dicho punto.

Veremos ahora algunos ejemplos de como calcular el espacio tangente en situaciones
concretas.

Ejemplo 5.4 (rectas tangentes a la esfera S'). Consideramos la esfera unitaria

Sti={(z,y) € R¥™: 2% 442 =1} C R?

S
N

2
2

),

y buscamos determinar la ecuacién de la recta tangente que pasa por los puntos (
(0,1) y (—=1,0), véase Figura 3.

o) = 0800 | sey=VtE

cerca de (9,1) ~e -1,

(xi‘_j) = (xlf(x>=(—3(j)lj)
cerca de &E ‘E \
[ §

("vj) = (S(v); j)

cerca de (-1,0

Jyp=-Viog
\3e(-|,u)

S‘z i(x_’j\ € lp: ‘l’:{—\- 37-: \S

Figura 3: Visualizacién local de S* como grafo de una funcién.

Observamos que localmente, alrededor de los dos primero puntos, la esfera S! coincide
con el grafo de la funcién

flx)=vV1—-2% ze(-1,1).

Dado que f'(z) = —2(1 — 2?)~"/2, obtenemos f’(%i) = —1y f(0) = 0. Por lo tanto, las

V2 V2

=,%) v (0,1) tienen ecuacién:

y-L2=(-x-%) & y=—z+2

rectas tangentes a los puntos (

y—y=[f(@)z-2) =
y—1=0(x—0) & y = 1.
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Por otra parte, alrededor del punto (—1,0) la esfera no puede ser el grafo de ninguna
funcién y = f(x), pero intercambiando coordenadas y considerando funciones de variable
y, vemos que la esfera coincide con el grafo de la funciéon

r=g(y)=—v1-9? ye(-11),

alrededor del punto (—1,0) = (¢(0),0). Por lo tanto, en este caso, la ecuacién de la recta
tangente sera:

r—I=¢dWy—-9y) = z—(-1)=0y—-0) & z=—1.
Ejercicio 5.5 (planos tangente a la esfera S?). Consideramos la esfera unitaria
S? = {(z,y,2) eR®: 2 +y* + 2 =1} C R,

Determine la ecuacién del plano tangente que pasa por los puntos (1,0,1), (v/2,0,0) y

(0,0,V/2).

6. Teorema de la Funcién Inversa

En esta parte veremos el teorema de la funcién inversa, que constituye el segundo
teorema pilar de este curso. Dicho teorema, cuya demostracion estd basada al teorema del
punto fijo de Banach (primer teorema pilar, visto en la Parte I de este apunte) proporciona
condiciones suficientes para que una funcién f : R” — R” sea invertible localmente en
un entorno de un punto Z € R"™ en términos de (la invertibilidad de) su derivada en
dicho punto. En otras palabras, es un teorema de existencia local de la funcién inversa.
El teorema se puede generalizar para funciones en un espacio de Banach de dimension
infinita, pero en este apunte nos limitaremos en dimensién finita.

6.1. Resultados preliminares

Anotando por My el espacio vectorial de matrices d X d, empezamos por recordar
que una matriz A € Mxq es invertible si y sélo si su determinante det(A) # 0.

Proposicién 6.1 (continuidad de la funcién “determinante”). La aplicacién

det : ded — R
A det(A)

es continua.

Demostracion. Mostramos primero el resultado en el caso d = 2. Sea

A= ( @11 A2 ) € Moy, s

Q21 Q22
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una matriz arbitraria, donde {a;; : 7, j € {1,2}} son sus coordenadas en la base candénica'”

de Mosyo. Entonces expresando la funcion determinante en coordenadas tenemos que

det(A) = f(gn, 12, a1, G22) = Q11 * A9z — Q12 * A2

~
coordenadas de A

de donde concluye que f (y por lo tanto det(-)) es continua.

Para tratar el caso general de dimension d > 2, consideramos nuevamente una matriz
d
A= E aijEij € Myxa
1,j=1

(expresada directamente en coordenadas de la base canénica de My, 4) y usamos la férmu-
la de Leibniz para expresar su determinante en funcién de sus coordenadas:

d
det(A) = f(gll, e A1y A1y ey Ay e ey Ay - - Agd) = ngn(a) Hai,g(i)
i=1

o€Pq

~
d x d coordenadas de la matriz A

donde la suma se calcula sobre el conjunto P, de todas las permutaciones'! o del conjunto
{1,2,...,d} y sgn(o) € {1,—1} denota la signatura de la permutacién o (que es —1 si la
permutacién es impar y +1 si es par). De la formula anterior deducimos que:

Vi, j € {l,...,d}
A, — A <— — f(A,) — f(A

convergencia en norma

es decir, la funcién determinante es continua. O

Corolario 6.2 (conjunto de matrices invertibles). El conjunto U := det ' (R\ {0}) de las
matrices d X d invertibles es un conjunto abierto en Mgxq.

Demostracion. Por la Proposicién 6.1 , la funcién determinante es continua, y el conjunto
U es preimagen del abierto R\ {0}. O
Corolario 6.3 (la funcién “inversa de matriz” es continua). La funcion

Inv:U — U
A Inv(A) = A1

es continua.

10Recordamos que la base canénica de Maoyo consiste de las matrices Fi1, Fia, Ea1 v Ea2, donde las
entradas de la matriz E;_; son todas cero, salvo la entrada (io,jo) que es 1. Por lo tanto, se tiene que
A=anFii+...+anF»

HTlamamos permutacion cualquier biyeccién de un conjunto finito. Las permutaciones que sélo per-
mutan 2 elementos (manteniendo fijos todos los demds) se llaman 2-ciclos. Cada permutacién se puede
escribir como producto (composicién) de una cadena de 2-ciclos. De esta forma, una permutacién se dice
par (respectivamente, impar) si se descompone en un niimero par (respectivamente, impar) de 2-ciclos.
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Demostracién. Sea A € M., una matriz invertible (es decir, det(A) # 0). Usando
coordenadas, tenemos que:

1

Inv(A) : f(an, ..., 414,001, .., Q24, - .-, Qar, - - -, Qag) = det(A)Adj(A)T’

~
d X d coordenadas de la matriz A

donde Adj(A) es la matriz adjunta de A cuya entrada (i,7) es igual a (—1)"" det(A;;),
donde A;; es la submatriz (d—1) x (d—1) que se obtiene por la matriz inicial A eliminando
su i-fila y su j-columna. Por la Proposicién 6.1, la funcién determinante es continua (y
diferente de 0 en el abierto &) por lo tanto, f es continua O

A continuacién consideramos una funcién diferenciable f : R — R? y llamamos un
punto z € R? como punto regular, si la derivada D f(z) € L(R? R?) es sobreyectiva, lo
que equivale, en este caso, en decir que D f(Z) es un automorfismo de R? (y por lo tanto,
se representa por una matriz Jacobiana J f(z) invertible).

Corolario 6.4 (los puntos regulares forman un abierto). Para cada funcién f € C(RY, RY),
el conjunto de sus puntos requlares es un abierto.

Demostracién. Sea 7 € R? un punto regular de f, es decir, det (J f(z)) # 0. Por nuestra
hipotesis, la funciéon x — Jf(Z) es continua, y por la Proposicién 6.1, su composicién
con la funcién determinante

() :=det (Jf(x)), r € RY,

también es continua. Dado que R?\ {0} es un subconjunto abierto de R%, se deduce que
existe 0 > 0 tal que para todo x € B(z, ) se tiene que det (Jf(x)) # 0, lo que demuestra
lo pedido. O

6.2. Teorema de la funcién inversa (versién simple)

El teorema de la funcién inversa, en simples palabras, nos dice que si la derivada D f(Z)
en 7 de una funcién f : RY — R? de clase C! es invertible!? (como aplicacién lineal
continua de R? a R?), entonces lo mismo ocurre con la funcién f localmente alrededor
del punto 7, es decir, se puede definir la funcién inversa f~!, en un entorno de f(Z),
y serd también de clase C'. El teorema de la funcién inversa es bastante intuitivo para
funciones de R a R. En efecto, si a = f'(z) # 0, el grafo de la funcién f se aproxima
localmente alrededor del punto (z, f(z)) por la recta y — f(Z) = a(x — z) y por lo tanto,
tiene que ser localmente biyectiva alrededor de Z. En su forma general (véase siguiente
subseccion), el teorema también nos da la formula de la derivada de la funcién inversa.
En esta subseccién demostraremos el teorema en el caso particular donde z =0 = f(z) y
Df(z) es la aplicacién identidad I. La demostracién esta basada en el teorema del punto
fijo de Banach (por lo tanto utiliza la competitud del espacio R? (bajo cualquier norma).

Teorema 6.5 (Teorema de la funcién inversa — Versién simple). Sea f € C*(R4,RY), tal
que f(0) =0 y Df(0) = 1. Entonces existe un entorno V del origen del espacio inicial, tal
que fly es una biyeccion entre ¥V y f(V), luego f~1: f(V) — V es C' con Df71(0) =1

12fijamos que es necesario que el espacio inicial y el espacio de llegada sean de la misma dimensién.
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Demostracion. Dividimos la demostracion en 5 pasos.

Paso 1. Consideramos la funcién:
g:RI— RY
g(x) =z — f(z)
Entonces g € CY(R% R?), g(0) = 0y Dg(0) = 0. Se deduce (aplicando por ejemplo
Ejercicio 3.7(ii) para ¢ = 1/4) que existe § > 0 tal que:
1 _
llg(z1) — g(x2)|| < ZHxl — 11|, para todo z1,z9 € B(Z,9). (37)

Ademads, tomando posiblemente ¢ > 0 mas pequeno, podemos asegurar (c.f. Corolario 6.4)
que
det(Jf(x)) # 0, para todo = € B(z,9). (38)

Paso 2. Sea yy € B(0,6/2) (arbitrario). Consideramos la funcién:
by, - B(0,6) — R?
b(@) = 2 = (@) +4o (39)
(x)
g(x

Nuestro objetivo es mostrar que ¢, es una contraccion en B(0,9). Deducimos directa-
mente de (37) que para todo z1,xs € B(Z,J) se tiene que:

1
1640 (21) = byo (22)]| = [lg(21) = gl < Fll21 = 2]},

es decir, ¢,, es Lipschitz continua con constante 1/4. En particular, para todo x € B(0,9)
tenemos:

1 o 0
1640 (@] = 1y () = byo (O] + 1104 (O)]] < [l = Ol + llol| < 5 + 5 =9,

(\]

y por lo tanto ¢,,(B(0,8)) C B(0,5). Combinando con (39) concluimos que la funcién
¢y, €8 una contraccién, para todo yo € B(0,0/2). Aplicando el punto fijo de Banach
en el espacio métrico completo B(0,d) deducimos la existencia de un tnico punto fijo
zo € B(0,6), es decir:

To = Gy (w0) == 20 — f(T0) + Y0 — f (o) = yo.

Eso significa que para todo yo € B(0,5/2), existe tinico® xo € B(0, ) tal que f(zo) = yo.
En otras palabras, la funcion f, restringida en el entorno cerrado

V= B(0,8) N f1(B(0,6/2)).

es una biyeccion, véase Figura 4.

13Hacemos constar que la tinicidad de zo se puede afirmar sélo con respecto a la bola cerrada B(0,§).
En principio, el punto yg puede tener otras preimagenes fuera de dicho conjunto.
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X= \RA e \P\&
RS g ‘(B(oj&u\) =
B(o,58/2)
— -

biyeccion

entre V Y ‘B(O,Wz)

V=B8N § (BIAY)

Figura 4: f es biyectiva alrededor del 0.

Paso 3. En esta parte mostramos que la funcién inversa
f1:B(0,§/2) —V

es Lipschitz continua de constante 4/3. En efecto, sea y1,, € B(0,6/2) := f(V). Por lo
demostrado en el Paso 2, existen tinicos puntos x1,xy € V) con

f($l) =Y <~ T, = f_l(yi)7 (&S {17 2}

En particular, observando que g(z) = ¢o(z) =  — f(x), es decir z = f(z) + g(x), para
todo = € B(0,0), deducimos que:

|1 — 2o = |[(f + g)(x1) — (f + g)(2)|| <[ f (1) = flz2)[| + [lg(z1) — g(2)]]

1 3
§Hy1—y2\|+1\|331—1‘2!| = ZHxl—szﬁHyl—yzH
de donde se deduce que
4 _
l|z1 — z2|| < =|lva — 2| para todo y1,ye € B(0,0/2),

lo que muestra lo pedido.

Paso 4. Mostramos que
ft:B(0,6/2) — V= B(0,6) N f1(B(0,6/2))
es diferenciable, con derivada

D(f7)(y) = Df(x)""  (donde z:= f~'(y))
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para todo y € B(0,6/2). Para eso, sea r = 6/2 — ||y|| > 0y v € B(0,r) \ {0}, de forma
que ||y + v|| < /2, es decir, y +v € B(0,6/2). Ponemos

w=f"y+v)—fy v x=fyeV

de forma que

lull = 1/ y +v) = [ W] < %IIUII (por el Paso 3) (40)

luego
rtu=f"y+v) = flatu=y+v

y por lo tanto
v=f(z+u)—y=flz+u) - flz)

Dado que conocemos el candidato, D f(z)™!, para ser derivada de la funcién f~! en y,
formamos la fraccién:

1 +v) = @) =Df@) 70 I = D) [ +u) — f(2) — Df()(w)] |

[[]] [[ol]

Usando el hecho que f es diferenciable en x = f~!(y) con derivada D f(x) deducimos:

I/~ y +v) — fH(y) — Df (@)~ ()] (@)Y If (2 +u) — f(z) - Df(2) (W)l

[[]] [Jull

4
< —-||D
< s D7

Deducimos de (40) que ||ul| HT} 0. Tomando el limite ||u|| — 0 en la anterior desigualdad
v|[—0

observamos que el término a derecha (y por lo tanto, también el otro término) converge
a 0. Se establece entonces que Df~(y) = Df(x)~! y la demostracién es completa.

Paso 5. Mostramos ahora que f~! es de clase C! en el abierto B(0,d/2). En el Paso 4
hemos mostrado que se puede definir la funcion derivada:

{ D(f™Y) : B(0,6/2) — L(R? R%)
D(f ) (y) = [Df(f )] -

Observamos que
D(f Y :=InvoDfo f!

donde la funciéon Inv es continua por el Corolario 6.3, la funcion Df es continua por
hipotesis y la funcién f~! es continua por el Paso 3. Concluimos que D(f~!) es continua
como composicién de funciones continuas y por lo tanto f~! es de clase C*. O

Observacion 6.6 (comentarios sobre las hipotesis del Teorema 6.5). La hipotesis que f es
de clase C! asegura que alrededor del punto Z = 0 las derivadas de f quedan invertibles,
véase (38), lo que se utiliz6 explicitamente en el Paso 4 para definir (el candidato de
ser) la derivada de la funcién f~! en los puntos y = f(x), con x cerca de 7 = 0. El

42



Cdlculo en Varias Variables (Parte 11) A. Daniilidis

siguiente ejemplo muestra que eso es necesario incluso cuando d = 1. En efecto, la funcion
f : R — R definida por

4+ a?sinl, siz#£0
flx) =
0, siz=0

es diferenciable en cada punto con derivada

. 1 1 .
1+ 2xsin. —cos_, siz#0

fx) =

1, siz =0,

luego satisface f(0) = 0 y f/(0) = 1, pero la derivada f’ no es continua en & = 0. Por
lo tanto el Teorema 6.5 no se puede aplicar, y de hecho f no es localmente biyectiva en
ninguin entorno de 0.

Antes de presentar la version general del teorema de la funcién inversa, veamos una
ilustraciéon de su uso en la versién simple.

Ejemplo 6.7 (ilustracion del teorema de la funcién inversa). Consideramos la funcién
f:R? - R?
f<x7y) = ('Tl—i-ﬂf%,ili%—i—l’g), (‘rlaxZ) ERQ'

Observamos que f € C1(R? R?), f(0,0) = (0,0) y

1 2
Jf(l’l,l'g) = ( 2:1:1 TQ ) , (1’1,1‘2) € RQ’

por lo tanto Jf(0,0) = L. Por el Teorema 6.5 deducimos la existencia de dos funciones
1,19 € CHR? R) de forma que para todo (z1,3) en un entorno de (0,0) se tiene que:

T = ¢1<y1;y2)
— { Ty = 2/12(y1,y2)

es decir, que el sistema al lado izquierda se puede resolver de forma explicita. (Las fun-
ciones 1,1 son las componentes de la inversa local f~! de f alrededor del (0,0).

T+ 23 =y
23+ T9 = Yo

6.3. Teorema de la funcién inversa (versién general)

Veamos ahora el teorema de la funcién inversa en su forma general (en dimension
finita).

Teorema 6.8 (Teorema de la funcién inversa). Sea f € C'(R*,RY) y z € R? un punto
reqular (es decir, det(J f(z)) # 0). Entonces existe un entorno V de T tal que la funcion
fly V= f(V) es una biyeccion entre V y f(V), la funcion f~1: f(V) — V es de clase
Cly

Df Yy) = [DF(f )], para todo y € f(V).
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Demostracién. Sea T = D f(z) € L(R? R?) (invertible) e = f(Z). Definimos la funcién
p(u) =T (f(T+u) = f(7)), uweR™ (41)

Observamos que ¢ € C*(R4,R?) con ¢(0) = 0. Aplicando la regla de la cadena (Proposi-
cién 3.3) obtenemos:

Do(u) =T ' o Df(Z + u), u € RY, (42)
y en particular
Do(0) =T toDf(z) =T oT =1.

Concluimos que la funcién ¢ cumple las hipotesis del Teorema 6.5 y admite localmente
alrededor de 0 una funcién inversa ¢! : ©(V) — V de clase C', donde siguiendo la
notacién empleada en la demostracién del Teorema 6.5 los conjuntos

V= B(0,0) Ny ' (B(0,0/2)) v (V) =DB(0,0/2)

son entornos del origen (en el espacio inicial y respectivamente en el espacio de llegada)
y estan en biyeccion mediante la funcion . En particular, para cada u € ¥V deducimos de
(41) que

—— /-/y\
T+u=2+¢ (T '(f(Z+u)— f(z))). (43)
Poniendo
W=7+ T(p(V)) =y +T(B(0,6/2))
tenemos que
(V)
—
yeW & y—ge€T(B(0,§/2) & IuecV: pu)=T"'y—7). (44)

Combinando con (41) obtenemos que para cada y € W existe un unico elemento

r=T+uecz+V:=V

tal que

pw) =T (fx) =9) =T (y—5) =y=[(2).
Por lo tanto f es una biyeccién entre el entorno V de Z y el entorno W = f(V) de § = f(7).
Ademas, por (44) obtenemos:

ffly)=rv=2+u=2+¢ " (T_l(y—y_)), para todo y € W
de lo que se deduce que
D(F)(y) = D™ NI~y — 7)) o T~ = D~ )(p(u) o T~ = Dep(u) ™ 0 T~
= [T o Dp(u)] " = Df(z +u)™ = Df(x)"" = Df(f'(y) ™"

Esto muestra que f~! es diferenciable con derivada continua, como composicién de fun-
clones continuas:

Df'=InvoDfo f'

La demostracién es completa. O
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7. Teorema de la Funcién Implicita

En esta parte veremos el famoso teorema de la funcién implicita, que es el tercer
teorema pilar de este curso. Dicho teorema esta basado en el teorema de la funcion inversa
que acabamos de ver. Recordamos que este tltimo, en su turno, era una consecuencia del
teorema del punto fijo de Banach. Por lo tanto, esta cadena de teoremas (el teorema del
punto fijo de Banach, el teorema de la funcién inversa y el teorema de la funcién implicita)
es valida solo en espacios completos. El teorema de la funcién implicita se considera como
la base de la geometria diferencial.

Antes de enunciar el teorema, y con el fin de entender y apreciar el enunciado, veremos
un ejemplo concreto.

Ejemplo 7.1 (ilustracién del teorema de la funcién implicita). Consideramos la funcién
diferenciable

¢:R*—> R
{ ”

O(r,y) =2 +y*—1,  (z,9) €R?
Observamos que la circunferencia

C={(z,y) eR*: 2" +y* =1}

coincide con la preimagen ®1({0}) y que para cualquier (7, y) € C la ecuacién de la recta
tangente T¢(7,y) a C coincide con el transado al (z,y) del nucleo

Ker(D®) = {(u,v) € R*: DO(z,y)(u,v) =0} = {(u,v) €R*: Zu+yv =0}.
En otras palabras,
Te(z,9) = (Z,9) + Ker(D®) := {(z,y) e R*: Z(x —2)+yly—y) =0}. (46)

También observamos que si z € (—1, 1), entonces C esté localmente representada con el
grafo de la funcién y = f(x) alrededor del punto (z,y). Mas precisamente, la funcién

flz) = V1—2a% siy >0,y f(r) = —v1—2a2% si y < 0. De hecho, en este caso, la

tangente T¢(z,y) dada por (46) también coincide con el grafo de la funcién afin

y=f(@)+ f(2)(x—2). (47)

(Invitamos al lector de comprobar esta asersién.) Luego, observamos que si z € {—1,1},
entonces C ya no se podré representar mediante una funcién y = f(x) alrededor del punto
(Z,79), pero si que se podra representar mediante una funcién x = ¢(y), y precisamente

con la funcién g(y) = /1 — 4%, siz >0,y g(y) = —/1 — 3%, si £ < 0. Y también en este
caso, la tangente T¢(Z,y) coincidiria con el grafo de la funcién afin

r=g@)+9 @y —7v). (48)

En realidad, podriamos representar la circunferencia C por una funcién z = g(y) alrededor
del punto (z,7), y su tangente T¢(Z,y) por (48), siempre y cuando y € (—1,1).
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En el ejemplo anterior vimos que a partir de una formula ®(z,y) = 0 podriamos despejar
localmente una variable como funcién de la otra (es decir, y = f(x) o x = g(y)). Ademas
vimos que la ecuacién de la tangente al conjunto C = ®1({0)} en cualquier punto (7, ) €
C se puede determinar de manera intriseca, cf. (46), o mediante la funcién representante,
cf. (47)—(48). El objetivo del teorema de la funcién implicita es formalizar —y extender
a varias variables— la situacién anterior.

Empezamos con una version simple y luego presentamos la versiéon general.

Teorema 7.2 (Teorema de la funcién implicita — versién simple). Sea ® € C'(R% R) una
funcién de clase Ct y z € R? tal que ®(Z) =0 y

o
g—(f) #0 (en particular T es un punto regular). (49)
Tq

Entonces considerando la decomposicion
T=(%1,...,74) = (a,0) e R" xR
existen entornos U de w € R 4y V de v € R y una funcion
f:U—-R
de clase C* tal que para todo (u,v) €U x V se tiene't:

O(u,v) =0 = v = f(u).

Demostracién. Por simplicidad, trabajaremos en el espacio normado (R%, || - ||). Con-
sideramos la siguiente funcién:

H:RY — R?

H(u,v) = (u, ®(u,v)), (u,v) € R x R.

Es facil ver que H es de clase C' y

1 0 0 0
0 1
0 0
JH(z) = JH(u,v) =
0 0 1 0
#0

es invertible, debido a nuestra hipotesis (49). Anotemos a continuacién ¢ = ®(u, v). Apli-
cando el Teorema 6.8 deducimos que existen entornos U x V de z = (u,7) € R¥™! x R

14En otras palabras, el conjunto C = ®~1({0}) se representa localmente por el grafo de f, es decir:

CN(UxV)=gph(f)NnUxV).
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y U'xW de H(Z) = (i, ®(u,7)) = (u,¢) € R x R tal que H es una biyeccién entre
UxV yU xW con inversa H™1 : U'xW — U x V de clase C'. En particular, existen
¢1 € CLU' R vy ¢y € CHU', R) tales que:

H Y (u,c) = (¢1(u, c), d2(u, c)), para todo (u,c) € U'xW.
Dado que

Iy u v u D (u,v)

N

— —— —N—
(U,C) = (H © H71)<U,C) = H(¢1<U,C),¢2(U,C)) = (¢1(u,0),(I)<¢1(U,C),¢2(U,C)))7

se deduce que ¢y (u,c) = u (y por lo tanto U = U’). Ponemos

u v

———
v 1= ¢o(u,c) y = ®(P1(u, ), pa(u,c)) = P(u,v). (50)

Dado que (50) es vélida para todo u € U y ¢ € W, fijando el valor ¢ = ¢ y considerando
la funcién de clase C!
{ f:U—R

f(u> = ¢2(U,E),
se decude que

¢ = P(p1(u, ), Ppa(u,c)) = ®(u, f(u)), para todo u € U.

En particular, (u,v) € U x W cumple ®(u,v) = ¢ siy sélo si v := f(u).

La demostracion es completa. O

Observacién 7.3 (férmula de la derivada de f). Se deduce del Teorema 7.2 que si

DeCURLR),  B(m1) =0 ¥ (1) £0,
8xd

entonces existe f € C'(U,R) tal que

O (u, f(u)) =0, para todo u € U.
Aplicando la regla de la cadena obtenemos la siguiente formula para la derivada de la
funcion f:

Py = =02 )/ O ),

Anotando por C := ®71({0}), la ecuacién de la tangente T¢(u, v) estd dada por la férmula:

Te(u,v) = (4,0) + Ker(D®)) := {(«/,v') € R?: D®(u,v)(u' — 4,0 —v) =0} .

Presentamos ahora la version general:
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Teorema 7.4 (Teorema de la funcién implicita — versién general). Sea ® € C'(R?, RY)
una funcion de clase Ct. Consideramos la decomposicion

r = (u,v) € RT* x R

y supongamos que existe T = (u,v) € R x R* tal que ®(u,v) = 0 y que la derivada
parcial D,®(Z) es invertible!’®. Entonces existen U C R entorno de u, V C RY entorno
de v € R® y una funcion

f:U—R

de clase C' tal que para todo (u,v) € U x V se tiene:
O (u,v) =0 = v = f(u).

Demostraciéon. La demostracion es muy similar a la del Teorema 7.2. Ponemos

m:=d—/{
definimos la funcién de clase C*

H - Rm—i—[ - Rm—M
{ H(u,v) = (u, ®(u,v)), (u,v) € R™ x R*

y observanos que

L, O xe
JH(z) = JH(u,v) =
D,®(z) D,®(z)

invertible

es invertible por lo tanto podemos deducir la existencia local de la inversa H™1 := (¢1, ¢»)
donde ¢; € CY(U,R™) y ¢ € CL(U,R") y U C R™. Invitamos al lector de completar la
demostracion siguiendo los pasos de la demostracién del Teorema 7.2. O

Terminamos esta seccién con un ejemplo de uso del teorema de la funciéon implicita.

Ejemplo 7.5 (uso del teorema de la funcién implicita). Consideramos el sistema no lineal
subdeterminado (2 x 3):
22y = xyz
(51)
xy? — 2xy?2t 4+ 2t = 0.

Definimos la funcién
d: R? - R?

q)(.f, Y, Z) = (I2y - TYz, Sl?y2 - 2:Uy222 + 24)7

15En particular, D®(z) € L(R? RY) es sobreyectiva y T es un punto regular.
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y observamos que ® € C!(R3, R?), luego que para todo (z,y,2) € R?

20y — Yz 2 -z —zy
y? — 2%z 2ay — dxz? —day?z 4425 |

JO(2,y,2) = ( s o 9

En particular, ®(1,1,1) =0 y

1 0 —1
JO(1,1,1) = L o)

En particular, considerando la decomposicion
(z,9,2) = ((z,9),2) e R* xR

observamos que D®,(1,1,1) € £(R? R?) es invertible!®. Ponemos z = ¢ y aplicamos el
Teorema 7.4 para deducir la existencia de dos funciones x = z(t) y y = y(t) definidas en
(1 —6,1+6) de clase C' y con valores cerca de 1 tales que:

w(t)?-y(t) = x(t) - y(t) - t
o(t) -y(t)? — 2x(t) - y(t)? - t2 +t* = 0.

Dado que z(t) # 0 e y(t) # 0 cuando t € (1 — §,1 + §) deducimos de la primera ecuacién
que x(t) = t. Substituyendo a la segunda ecuacién z(t) = t obtenemos, despues de un
célculo elemental (y suponiendo § < 1 —/2/2), que

t3

) =4/ =——.

Por lo tanto, hemos logrado a resolver explicitamente el sistema no lineal alrededor de la
solucién (z,9,z) = (1,1,1), obteniendo las soluciones:

t3
((caes) - rea-saval.

8. Derivadas de orden superior

Sea (X, ||-|lx), (Y,]|-|ly) dos espacios normados y sea f : X — Y una funcién diferen-
ciable en cada x € X. Se define entonces la funcién derivada

Df: X — L(X,Y)
x— Df(x), reX

que también es una funcién entre dos espacios normados, el espacio (X, ||-||x) y el espacio
(L(X,Y), || ]lop)- Si Df es continua (es decir, Df € C(X,L(X,Y)), entonces decimos

=240

en efecto: det(J®,(1,1,1)) = ‘ _1 _(2) ‘
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que f es de clase C', y anotamos f € C!(X,Y), véase Definicién 2.17. Si ahora Df es
diferenciable en cada x € X, entonces se puede definir la segunda derivada

D2f: X = L(X,L(X,Y))
x+— D(Df)(x), re X

entre los espacios normados (X, ||-[|x) v (£(X, L(X,Y)), |- |lop)- Este dltimo es el espa-
cio de las aplicaciones lineales continuas entre el espacio normado (X, ||-||x) y el espacio
normado (L(X,Y)), |- |lop) de las aplicaciones lineales continuas de X a Y. Obviamente
este proceso podria continuar. Si D?f es continua, entonces decimos que f es de clase C*
y anotamos f € C*(X,Y). Si ademds es diferenciable, entonces se define la funcién D3 f
(tercera derivada de f) y el proceso se puede continuar hasta el infinito (dando lugar a
las funciones de clase C*.

En lo que sigue estudiaremos funciones entre espacios de dimension finita, y representa-
remos las derivadas de orden superior por tensores. En la Subseccién 8.1 nos ocuparemos
del caso de funciones de clase C? y veremos que en el caso X = R? e Y = R la segunda
derivada D?f(z) se representa por una matriz (d x d) simetrica. Este resultado sigue cierto
para cada coordenada f;, en el caso de funciones f = (fi,... f;) a valores en R’. Luego,
en la Subseccién 8.2 veremos como aproximar una funcién de clase C¥ por su polinomio
de Taylor de orden k por analogia de lo que ocurre para funciones de R a R.

8.1. Derivadas de orden 2. Teorema de Schwarz

El principal resultado de esta subseccién es el llamado teorema de Schwarz que afirma
que si f : R? — R’ es una funcién de clase C? (entre espacios normados de dimensién
finita), entonces el orden en que tomemos las segundas derivadas parciales no es relevante.

Antes de continuar, explicamos la notacién que serd empleada a partir de ahora: si f :
R? — R’ es de clase C?, entonces para cada i € {1,...,¢} (coordenada de la funcién f) y
cada j; € {1,...,d} (variable de la funcién f) la derivada parcial

9f ‘R 5 R
8le
0

existe y es una funcién de clase C'. Por lo tanto, la derivada D [%} (x) de dicha derivada
J1

parcial existe para cada € R? y se representa mediante sus derivadas parciales, que son

las derivadas parciales en orden 2 de la funcién f, es decir!”:

ani(x) o 9 [afz

En el caso donde la variable que se vuelva a tomar la derivada parcial coincide con la
variable inicial (es decir, j; = jo = j), entonces solemos anotar:

0*fi(x) _ 9*fi(x)
81'2 o 8%-8%7

J

(), Jjo€{1,...,d}.

8:}0]-2895]-1 asz 8‘%'1

1"La Proposicién 2.14 también funciona aqui: la funcién f : R — R’ es de clase C? si y sélo si las
todas sus derivadas parciales del orden 2 existen y son continuas.
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Estamos listos para enunciar el resultado principal de esta subsecion.

Teorema 8.1 (Teorema de Schwarz). Sea f € C*(R%,R"). Entonces para cada x € R,
ie{l,.... 0} yji,je €{1,...,d} se tiene que:

ale axh 83:]-2695]-1

Demostracion. Es suficiente demostrar el resultado en el caso £ =1y d = 2. Conside-
ramos entonces una funcién f € C3(R%, R), z = (z1,72) € R? y u = (uy,uz) € R*\ {(0,0)
y anotamos por A%(uy,us) la variacion:

AP (uy,ug) == [f(21 + ur, 22 + ug) — (21, 22 + u)] — [f (21 + ur, 2) — f21,22)]  (52)

Definimos ahora la funcion

$1(t) = [f(a1 +t, 20+ u) — f(z1, 22 + o) — [f(21 +t,22) — f(21,22)]

Se deduce de nuestra hipotesis que ¢; € C*(R,R), ¢1(0) = 0y ¢1(uy) = A?(uy, us).
Aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [0, u;] obtenemos la existencia de un
elemento s; € [0,u4] tal que

A2(u1,u2) = ¢1(U1) — ¢1(0) = gzﬁ’l(sl)ul = g—i(lj + S1, T2 + Ug) — aa—q{‘l(l’l + 81,132) Uui.

Consideramos ahora la funcién

0 0
(ﬁg(t) = a_:I{I(xl + S1, X9 + t) — a—xfl<$1 + 81,362),

y observamos que ¢ € C1(R,R), ¢2(0) =0y

P2(uz) = A, ) (ul,w)‘

Uy

Por el teorema del valor medio, obtenemos sy € [0, us] tal que

A (uy, , o [0
% = ¢o(u2) — $2(0) = P5(s2)ug := (9_132 [a—mfl] (1 + 51, T2 + 52) Us.
por lo que se deduce que
82f AQ(ul,UQ)
89;28;1:1 (Il —f-Sl,l'g +82) = W (53)

Observamos ahora que (52) se puede reescribir como sigue:

AP (uy,ug) == [f(1 4 ur, 22+ ug) — f21 + ug, 22)] — [f(21, 22 + ug) — f(21,22)] . (54)

Trabajando como antes, introducimos ahora la funcién v, de clase C?
VYo(t) i= [f(x1 +up, 20 + 1) — f(o1 +ur, 22)] — [f(o1, 22 + 1) — f(21,22)] -
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Aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [0, us] obtenemos S5 € [0, us] tal que:

Az(ul,UQ) = ¢2(U2) — ¢2(0) = 1/)5(§2)U1 = g—fo(l’l -+ Uy, T2 + §2) — g—xfl(xl, T2 + §2) Usg.

Luego, definiendo la funcién 1; de clase C*

bat) = 21

. 0 .
= —(1'1 + t,l‘g + Sgt) — —f(l'l + t,l’z + 52)
81’2

8@

y aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [0, ;] obtenemos §; € [0, u,] tal
que:

2
#1271@) = ¢1<U1) - %(0) = wll<§1)u1 = 8%1 {5_;21 (56'1 + 51,70 + §1) Ug.

Resumiendo, para cada (uy, us) # (0,0) existen s1, §1 € [0,u1] y s2, S2 € [0, us] tal que:

82f A2<U1, UQ) 62f
= = S S9). 95
8ZE28:L’1 (.Il +81,l’2+82) Uy s axlax2 (271 +81,l’2 +82) ( )
Teniendo en cuenta que
lim  (s1,82) =0 y lim (81, 82) =0,

(u1 ,u2)—>0 (u1 ,u2)—>0

y que las derivadas parciales de orden 2 son continuas en x, se deduce que todos los limites
en (55) existen y

1, AQ(Ul, UQ) 62f ( ) 62f ( )

im = xr1,Ty) = 1, T

(u1,u2)—0 U Uy (?ng)xl b 8x18x2 bzl

lo que demuestra lo solicitado. O

Corolario 8.2 (funciones de clase C*). Sea f € CF(R? R), k > 2. Entonces para cada x €
R?, cada coordenadai € {1,...,0} y cada permutacion o € Py, del conjunto {j1,...,jr} C
{1,...,d} se tiene que:

&le .. .axjk N 8$g(j1) c. al‘g(jk) .

Demostracion. El resultado se obtiene aplicando sucesivamente el Teorema 8.1 a la
funcién f; y sus derivadas parciales. O

En el caso de funciones a valores reales (¢ = 1), el Teorema 8.1 garantiza que la matriz
que representa la segunda derivada en z de la funcién f : R — R (que coincide con la
matriz Jacobiana que representa la derivada en x de la funcién Df : R? — L(R4 R) :=
(Rd)*) sea una matriz simétrica. Introducimos la siguiente definicién.
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Definicién 8.3 (Hessiana). Sea f : R? — R una funcién dos veces diferenciable. Llama-
mos matriz Hessiana en z € R? y anotamos por H(z), la matriz Jacobiana J(Df)(x),
es decir la matriz que representa la segunda derivada D?f(z).

9 f(x) 9 f(x)
89051 e O0x 011
. 82
Hi)= | & S
9 f(x) 9 f(x)
0x10xyg e Ox>

Quisieramos anotar que, igual con el caso de la matriz Jacobiana, la matriz de las
derivadas parciales de orden 2 se podria formar siempre y cuando estas tltimas existan,
pero la matriz formada no serd la Hessiana al menos que Df es diferenciable (es decir,
que f es dos veces diferenciable). Por el Teorema 8.1, si ademds f es clase C?, entonces la
matriz Hessiana es simétrica.

Miramos ahora un ejemplo donde el teorema de Schwarz se aplica:

Ejemplo 8.4 (ilustracion del teorema de Schwarz). Consideramos la funcién
f:R* =R

fx,y,2) = zexp(ay?) cosy.

La funcién f es de clase C* porque sus derivadas parciales (de cualquier orden) existen y
son nuevamente diferenciables. En particular:

% (z,y,2) = y?z exp(xy?) cos(y)

& (2,y, 2) = 2wyz exp(xy?) cos(y) — zexp(zy?) siny
& (w,y, 2) = exp(xy?) cos(y)
El Teorema 8.1 afirma que la derivada

(%[?)f](x, Yy, z) = %[yZZ exp(zy?) cos(y)]

coincide con la derivada

8 afl . a 2 . 2 :
8x[8y]<x’y’z) = Oz [2zyz exp(ay”) cos(y) — zexp(wy”) sin y]

(lo que no es obvio en un principio, en vista de las férmulas involucradas). Dejamos al
lector de comprobar que todas las derivadas cruzadas de orden 2 son iguales y formar la
matriz Hessiana de f.

Ejercicio 8.5. Considere la funcién f : R? — R dada por

ry(@? —y?)
—5 T s (z,y) #(0,0)
fleyy =4 © Y ’
0, si (z,y) = (0,0).
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(i). Muestre que f es diferenciable en R? y define la funcién derivada (x,y) — Df(z,y)
en cada punto.

(ii). Muestre que la funcién Df es diferenciable en R?, pero que la funcién

(z,y) — D*f(z,y)

no es continua en (0,0) (es decir, f es dos veces derivable en R?, pero no es de clase C?).
(iii). Muestre que
7100) 10,0)
oxdy Y oyox

es decir, el teorema de Schwarz no se cumple en el punto (0,0).

8.2. Aproximacion mediante polinomios de Taylor

Recordamos primero que una funcién ¢ : R — R de clase C* se puede aproximar
alrededor del cero mediante su polinomio de Taylor de orden k dado por la formula:

1
2 50 0) ¢

en el sentigo que el error que se comete en considerar el valor p’;(t) de la aproximacién
polinomial —en lugar del valor real ¢(t)— es del orden'® o (). Mds precisamente, existe
t. € [0,¢] tal que

Ph(6) == 0(0) + (0t + ;¢ (O)F + .+

1
o(t) = p’;fl(t) + H¢(k) (t,)t* (igualdad exacta'?)

de lo que se deduce que

(k) — o)
or(t) = (1) —p’;(t) _ [¢ (t*)k! 9" (0) k-

Observacion 8.6 (serie de Taylor). El caso k = oo (funciones infinitamente derivables o
de clase C*) permite considerar formalmente una serie, la llamada serie de Taylor:

=1
> (o)
— n!

La funcién ¢ se dice analitica real (lo que se suele anotar por C*) si dicha serie tiene
radio de convergencia no trivial y es una representacién exacta de la funcion ¢. Eso suele
ser el caso de las funciones definidas directamente por una férmula, como por ejemplo la

funcion exponencial:
oo

n
expt = Z %, para todo t € R,
n=0
o las funciones sint, cost, arctant. En estos ejemplos, el radio de convergencia de la serie
es todo R. También se pueden considerar funciones con radio de convergencia finito, como
por ejemplo la funcién In(1 + ), ¢ > —1, con radio de convergencia igual a 1.

o ()
tk
19E] caso k = 1 corresponde al teorema del valor medio que hemos evocado en varias ocasiones.

=0.

18Recordamos que la notacién og(t) se refiere a una expresién funcional de ¢ que cumple HII(])
t—
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Observacién 8.7 (jerarquizacién de funciones). Podriamos considerar una jerarquiza-
cién de las funciones, empezando de las “mas suaves” a las menos regulares: las mejores
funciones se consideran las funciones afines, que son polinomios de grado menor o igual a
uno. Luego vienen las funciones polinomiales (que coinciden con su polinomio de Taylor
del mismo grado), las funciones analiticas reales (que coinciden con la serie de Taylor en
el radio de convergencia de esta tultima), las funciones C* (que admiten aproximacién
polinomial de cualquier orden), las funciones C*, k > 1 (que admiten aproximacién po-
linomial de cualquier orden menor o igual a k), las funciones diferenciables (que solo se
aproximan alrededor de un punto por su tangente), luego las funciones continuas que no
admiten ningun tipo de aproximacion por funciones suaves.

Ejercicio 8.8. Muestre que la funciéon f: R — R
exp(—1/t?), sit#0

0, sit=0

ft) =

es infinitamente diferenciable, pero no analitica.

(Hint: Calcule la serie de Taylor de f alrededor del punto ¢ = 0.)

8.2.1. Polinomios de Taylor de varias variables

En lo que sigue, generalizamos la teoria anterior para funciones de varias variables a
valores reales. En efecto, sea f € CH(R% R), k > 1. Fijamos z € R y u € R?\ {0} v
definimos la funcién

o(t) = flz + Tu), T € R,

que es la restriccién de la funcién f en la recta que pasa por x y tiene direccién wu.
Observamos que ¢(0) = f(z), luego ¢ € C*(R,R) y mediante la regla de la cadena:

¢'(t) = Df(x +tu)(u),  luego  ¢"(t) = D*f(x + tu)(u, u)
y de manera general:

o™ (t) = D™ f(z + tu)(u, ..., u), donde n € {1,...,k}.

n veces

Trabajando en coordenadas, obtenemos:

d
¢t)=Vflr+tuw)  u= Z—

luego

x—i—tu
G0~ Hylo ) ou= 33 LI,

ox;
jo=1j1=1 J2 Ji
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y paran € {1,...,k}
DIy [E=T I
wj, - g,
Jn=1 Jji=1 8x]n 81‘]1

Evaluando las derivadas ¢™ en ¢t = 0 y aplicando el teorema de Taylor para la funcién ¢
obtenemos:

Ph(r) = 0(0) + F(0) 7 + i (O) 7% + .+ - 6(0) 7 =
= f@)+ Df(@)(u) T+ ... +

En particular, para 7 = 1 obtenemos una aproximacién polinomial®® valor ¢(1) = f(z+u)
como sigue:

flx+u)~ f(x)+ Df(x)(u) +...+ HD(k)f(ac)(u, cou), (56)
k veces
o en coordenadas:
~0f(x) Lo~ v W)

8.2.2. Algebra multi-lineal, tensores.

Hemos visto en la Subseccién 1.2 que una aplicacién lineal 7' : R? — R se representa
mediante un vector, cuyas coordenadas se obtienen evaluando la aplicacion lineal 7" en la
base canénica {ey,...es} de R% Luego, en la Subseccién 2.4 vimos que la derivada D f(x)
de una funcién f : R? — R es un caso particular de aplicacién lineal y se representa por
la Jacobiana V f(x)?. Dimos ahora la siguiente definicién.

Definicién 8.9 (forma multi-lineal). Una aplicacién

T RéEx .. xRY =R
N e’

n veces

se dice forma multi-lineal (o n-forma lineal), si para cada i € {1,...,d}, fijando las
remantentes n — 1 coordenadas a valores {Z; : j # i}, la aplicacién

n) /- _ _ _
U —r T( )(xl, e L1, Uy Tjg gy e e ,.flfd)

es lineal. Una n-forma lineal se dice continua, si existe ¢ > 0 tal que

T (u, .y ua)| < e lul] - - [l

20Tal y como en el caso de una variable, la funcién f € C*(R?) también admite una representacion
exacta. Dejamos al lector la tarea de escribir la igualdad exacta, substituyendo el ultimo término de la
expresién en (56) por D" f(z + t.u)(u,...,u donde t, € [0,].
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El caso n = 1 corresponde a una forma lineal. Si f : R? — R es una funcién k-veces
diferenciable, entonces para todo n € {1,...,k}, la n-derivada D™ f(z) en x € R? de f
es una n-forma lineal. Por la Proposicién 2.3 la funcion f es de clase C" para todo n < k

y por lo tanto, se deduce del teorema de Schwarz (cf. Teorema 8.1) que T := D™ f(z)
es simetrica (es decir, T (¢ X) = T™(X) para todo X € R x ... x R? y permutaaon
o€ P, de{l,...,d}). Lo mismo ocurre para la k-derivada, si f es de clase C*.

Las formas 2-lineales se representan por matrices (d x d) cuyas entradas T](1 J)Q se obtienen

evaluando T3 (e;,, e;,), donde ji,j2 € {1,...,d}?'. En el caso T(2) := D?f(z), la matriz
obtenida es la matriz Hessiana H;(z) de f en € R Luego, para n > 2, la n-forma
lineal T(n) := D" f(x) se representa por la matriz

win = G Dy,
El lector puede comparar la formula (56) con su representacion en coordenadas (57).

8.2.3. Notacién multi-indice

Con el fin de simplificar la férmula (57) introducimos la siguiente notacién: para el
multi-indice

a>:: (ah'"vad) ENd
anotemos
@=ar+...4a= |31 v dl=a! - ay
luego para cada vector u = (uy, ..., uy) € R? anotemos
ua> :u‘fl -ugd

Miremos ahora la formula (57) en el caso d = 2, es decir, cuando u = (uy,us) € R?*\
{(0,0)}. Explicitando las sumatorias obtenemos la expresién

s o)+ [ o + ] 5 (i 2 o+ G ]
1 1072 5

0 1 81’2

Vf(r)Tu
G f(x) 4 09f(x ) 0@ f(x) 0 f(x)
3 3 uqud + S
+ = i { G uy + 02201, 2+ 071022 uuy + 077 U2:| +

La expresiéon anteriorl se puede abreviar mediante el polinomio de Newton como sigue:

! oW 2 -
TG e b

=0
3 k n
f(z) 5 8(")f(x) n—i, i
Z( )ax§ 0" T = 2 Z( >ax” g

7 - 7@

Jijz2 J2g1”

21Se puede observar que T es simétrica, si y s6lo si para todo j1, jo € {1,...,d} se tiene
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donde se utilizan las convenciones:

( 8 > 1 o=1 oy U@ _

Dado que

obtenemos:

a 1 oM f(x)

n—i, 1
1 2

flx+u) ~ f(:z:)—l—z

et i il(n—10)! Oxy "0l
k —=
1) -
= f(x) + ﬁlilﬁ—! prCanl

donde @ = (a1, ) € N? y para |E>\ = aq + ay = n anotemos:
%

0NV f(x) 0™ f(x)

— — .
Ox® 0z 0zy?

La formula anterior es directamente generalizable para funciones f : R — R. En este

caso, consideramos multi-indices @ = (o, ..., aq) € N¢ y para |o| = a1 +... +ag=n
anotemos: -
oV f(x) o™ f(x)
or® T 0x% ... 0xyt

La féormula (57) se escribe de forma equivalente mediante la siguiente férmula compacta:

flotu) = @)+ Y = L
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9. Problemas propuestos

Incluimos en esta seccion una lista de problemas, clasificados por temas y de dificultad
variada, que estan basados en la teoria desarrolada en esta segunda parte del curso.

9.1. Ejercicios sobre diferenciabilidad y derivadas parciales

D1. Sea f:R? — R definida por:

o) = {:c4/3 sin (y/x) | siz#0,

0, six=0.

a) Estudie la continuidad de f.

b) Calcule, donde exista, la derivada de f, y en el caso que no exista justifique su
respuesta.

c¢) Decida si la funcién f es diferenciable en R.

D2. Considere la funcién

A )sin (%), i (@) £ (0,0)
0, si (z,y) = (0,0).

f(z,y) = (

a) Estudie la continuidad de la funcién en R2.
b) Calcule, si es posible, las derivadas parciales de f en (0,0).

c¢) Estudie la diferenciabilidad de la funcién en (0, 0).

D3. Considere la funcién f : R?> — R definida por:

23y sin (xy?) '
Flry) =< aS+ys si (z,y) # (0,0),

0, si (z,y) = (0,0).

a) Para cada punto (z,y) € R?\ {(0,0)}, calcule las derivadas parciales de la
funcién f. Demuestre que es diferenciable en este punto.

b) Determine si existen las derivadas parciales en el punto (0,0) y las derivadas
direccionales en la direccién (e, e2) € R con (e, eq2) # (0,0).

¢) Determine si f es diferenciable en (0, 0).
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D4. Considere la funcién f : R? — R definida por:

1 — cos (/22 + y?)

flzy) = 22 + 32 o si(zy) #(0,0),

1/2, si (z,y) = (0,0).

a) Demuestre que f es diferenciable para todo punto (z,y) # (0,0).

b) Calcule, si existen, las derivadas parciales en el punto (0,0).

¢) Determine si f es diferenciable en (0, 0).

D5. Considere la funcién f : R? — R definida como

|| sin (y) -
B ar sy S1 (IL’,y) 7& (0’0)7
fla,y) =3 Vot
0, si (z,y) = (0,0).

a) Demuestre que f es continua en (0,0).
b) Determine si existen las derivadas parciales en el (0,0).

¢) Determine si f es diferenciable en el (0,0).

D6. Sea f:R? — R la funcién definida por:

fla,y) = % si (2,9) # (0,0),
07 si (.l’,y) - (0,0)

a) Muestre que f es continua en R*\{(0,0)}.

b) Pruebe que f es continua en (0,0) si y solamente si o > 3/2.

)
)
c¢) Calcule las derivadas parciales en todo punto de R?\{(0,0)}.
d) Calcule las derivadas parciales en (0,0).

)

e) Encuentre los valores de a € R tales que f es diferenciable en (0, 0).

D7. Considere la funcién f : R? — R definida de la siguiente manera:

|yl .
A 4 9> S1(Z,Yy 7é 070’
fay) = { o rgirar S EF00

0, si (z,y) = (0,0).

(). Demostrar si v > 3, entonces f es continua.
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Para lo que sigue, fijamos el valor a = 2.
(ii). Sea 6 tal que cos (0) # 0, defina ¢(t) = f(tcos (#),tsin (0)) y muestre que

sin? 6

cos (6)

¢'(0) =

(iii). Encuentre todas las direcciones e € R?\{(0,0)} para las cuales existe la derivada
direccional de f en el punto (0,0), y calcula su valor.

(iv). (Es f diferenciable en (0,0) para o = 27 Justifique.

9.2. Ejercicios sobre la regla de la cadena

R1. Sea f:R? — R una funcién homogénea de grado p, es decir:

flte,ty) =t f(z,y),  V(z,y) €R?* VteR\{0}.
a) Demuestre que las derivadas parciales son funciones homogéneas de grado p—1.

b) Demuestre que <(x,y),Vf(:c,y)> =pf(z,y).

R2. Considere la funcién F' : R? — R definida en cada (z,y) € R? por

F(z,y) = f(g(zy), f(y* x))

donde f : R? - Ry g : R — R son funciones diferenciables. Calcule las derivadas
parciales de la funcién F'.

R3. Considere f : R? — R diferenciable. Se define g : R? — R por

9(z,y) = f(u(z,y),v(z,y))

donde
u(z,y) =x+y y v(z,y) = sin (x — y).

a) Demuestre que:

(2) () () vrore-n ()

y explicite en que puntos estan evaluadas cada una de las derivadas parciales.

2

b) Verifique lo anterior para f(u,v) = v* —usin™ (v).
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RA4.

R5.

9.3.

N1.

N2.

N3.

Sea f: R —Ryg:R— R dos funciones dos veces derivables. Considere la funcion
z : R? = R definida por:

2(z,y) = 2 f(x +y) +yg(r +y).

Pruebe que:
Pz Pz O

922 “ooy "o

0.

Sean f: R — R, g : R?> = R dos funciones diferenciables tales que

_ Tty
9(z,y) = zyf( 0 ).
Demuestre que:
dg dg
209 209 _
o V3, G(z,y)9(z,y),

y encuentre explicitamente a G(z,y).

Ejercicios sobre el teorema de la funcién inversa

Considere el sistema de ecuaciones
u=x’— xy
vV=y—=

Muestre que en un entorno de cada punto (xg,%9) € R?, con zy # o, es posible
expresar las variables x,y como funciones de las variables (u, v). Calcule %(uo, vp)-

Determine todos los puntos donde F'(z,y) = (zy* —sin 7z, y* — 2522+ 1) es invertible
localmente y encuentre las derivadas parciales de la inversa en esos puntos.

Sea g; : R" — R funciones de clase C!'(R"), para todo i € {1,2,...,n}. Suponga
ademas que

1
méx{||Vgi(z)||o : 2 € R"} < o Vie{l,..,n}

Pruebe que el siguiente sistema

v = gi(x)
Ty = go(x)
Tn = gn(:C)

posee una tunica solucién en R", donde = = (z1, ..., z,).
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N4. Sea f: R — R de clase C! tal que existe a € (0,1), Vo € R, | f'(z)| < « defina

F(z,y) = (z+ f(y),y + f(x))".

a) Demuestre que F es de clase C.

b) Ahora se demostrard que F' es biyectiva. Para esto, dado (a,b) € R? defina
g(x,y) = (a— f(y),b— f(x)). Demuestre que g es contractante y concluya.

c¢) Demuestre que V(z,y) € R?, JF(x,y) es invertible.
d) Concluya que F'y F~! son diferenciables.

9.4. Ejercicios sobre espacios tangentes y el teorema de la fun-
cion implicita
M1. Considere la superficie S in R? dada por la ecuacién
4yt =1
Sea P un plano tangente a S con ecuacién normal:
(@9,2) = (@0, 20), (1,-1,2) ) = 0,
donde (xg, Yo, 20) es un punto de tangencia. Determine todos los valores posibles

para el punto (xg,¥o, 20) € R.

M2. Probar que la ecuacion
v?y — xy? + 22 cosxz =1,

define una funcién implicita z = z(z,%) en un entorno del punto (0,v/2,1).

M3. Muestre que las ecuaciones

22—y —ud P44 0,
2xy +1y? — 2ut + 302 +8 = 0,

determinan localmente funciones u(z,y),v(x,y) en un entorno del punto (z,y) =
(2,—1) con u(2,—1) = 2, v(2,—1) = 1. Determine ademads el valor de las derivadas
Du(2,—1) y Dv(2,-1).
M4. Considere la superficie dada por z = In (2z + y) y el paraboloide de ecuacién
z=5+(x+ 1)+ (y+2)>

Determine la ecuacion de la recta dada por la interseccion de los planos tangentes
a las superficies en los puntos (—1,3,0) y (2,9, 10) respectivamente.
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MS5. Sea f: R — R una funcién de clase C!. Sea

C={(@.y,2) €R® 2 =f(-),y#0}.

Muestre que cada plan tangente a la superficie C' pasa por el origen (0,0, 0) € R3.

M6. Suponga que F' : R? — R? es una funcién C!, y que F(0,0) = 0. Que condiciones
sobre F' garantizan que la ecuacién F(F(x,y),y) = 0 puede resolverse localmente
alrededor del punto (0,0) despejando la variable y = y(z) como una funcién de x
de clase C!.

9.5. Ejercicios sobre series de Taylor

T1. Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcion
f(xa y) - 6_(x2+y2)

en el punto (0,0) € R2.

T2. ) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién
fx,y) = (sin(z +y))* + 2%,

en torno a (1,—1).

b) Pruebe que |f(1 + hy,—1 + hy) — Pa(hy, ha)| < 8]|(h1, he)||* donde P es el
polinomio de orden 2 de f en torno de (1, —1).

T3. Considere la funcién f(z,y) = /& - ¢/y, definida en el subconjunto abierto de R
U={(zr,y) €eR*: >0,y >0}

a) Obtenga el polinomio de Taylor de segundo orden entrono al punto (xg, yo) € U.
b) Obtenga un valor aproximado de la cantidad /1,03 - /0, 98.
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9.6. Otros ejercicios

O1. Si f(z,y,2) = (z,y,2), para cada (x,y, z) € R3, demostrar que la matriz jacobiana,
Jf(x,y,z) es la matriz identidad de dimensién 3. Luego:

a) Hallar todos las funciones diferenciables f : R® — R3 para las cuales la matriz
jacobiana sea la identidad de dimensién 3.

b) Sea p,q,r funciones continuas de R — R dadas. Hallar todas las funciones
diferenciables f : R® — R3 tales que la matriz jacobiana es una matriz dia-
gonal, donde las entradas en su diagonal tienen como valores las funciones

p(x),q(y), ().

02. Sea f(z,y) una funcién clase C! tal que:

0 0
%%@wku@gawzo

Pruebe que f es una funcion constante.
03. Sean X,Y espacios de Banach. Sea f : X — Y una funcién de clase C!. Sea a € X
tal que la derivada Df(a) € L£(X,Y) es una funcién sobreyectiva. Pruebe que, si

existe espacio normado X; tal que X = X; @ Ker(Df(a)), entonces la funcién g
definida por

g: By xKer(Df(a)) =Y
(z,y) = g(z,y) = f(z +y),

es una funcién con diferenciales parciales continuas y Dsg(a) es un isomorfismo
(funcién lineal biyectiva).

Indicacion: Recuerde que Ker(Df(a)) ={z € X | Df(a)(x) = 0}.

0O4. Considere la funcién J : C([0,1],R) — R definida para cada f € C([0, 1],R) por

Considere en C([0, 1], R) la norma ||||co-

a) Calcule la derivada direccional de J en el punto f, en la direccién h, es decir,
calcule dJ(f; h).

b) Demuestre que la forma lineal ¢ : C([0,1],R) — R definida por

1
(h) = / (2f(x) — 2?)h(x)dz
0
es la derivada de J en f, es decir DJ(f) = ¢.
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05.

06.

or.

08.

09.

Para una funcién F : R? — R considere la ecuacién en derivadas parciales

OF\® [OF\?
(%) +(8_y) :e“senQ(y).

Encuentre una solucién a este problema, definido en todo R2.
Indicacion: Considere una solucién de forma F(z,y) = ¢(e” cos(y), e” sen(y)).

Sea u(z,t) una funcién de R? a valores en R que satisface la ecuacién

ou ou B 9
E(:c,t) + u(x,t)%(x, t)=0 V(z,t)e R
Ademéds, sea x = f(t) con f: R — R tal que

f'(t) = u(,1).

Pruebe que la funcién g(t) = u(f(t),t), t € R es constante.

Sea f(z,y) = xcos(y/z) + tan(y/z). Muestre que 22 fo, + 22y fuy + y* f-. = 0 en los
puntos donde f es de clase C2.

Sea f : R? = R de clase C2, definimos el operador laplaciano como

O*f  O%f
Af=21,97
/ 0x? + 0y?
Considere las coordenadas polares x = pcos(0) y = psin(6), donde p > 0, 0 €
[0, 27). Muestre que para g(p,0) = f(pcos(6), psin(0)) y p # 0 se tiene
0%g 10g 1 0%
Af=22 2%, - 27
f dp? " pOp " p? 00*

y diga donde estan evaluadas las derivadas.

Sea f : R"™ — R™ una funcién continuamente diferenciable. Pruebe que f no puede
ser inyectiva si n > m.
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