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(Parte ITI-A) Optimizacion

La tercera parte de este curso contiene dos temas sumamente importantes para el
estudio de funciones de varias variables a valores reales: los problemas de optimizacion y
la integracion.

En la parte de optimizacién, nos interesamos en buscar los valores éptimos (minimos o
mdaximos) locales de una funcién suficientemente diferenciable, tipicamente de clase C2.
En particular, veremos como utilizar las derivadas del primer y del segundo orden para
formular condiciones necesarias y condiciones suficientes de optimalidad. Dichas condicio-
nes nos permitiran llevar a cabo este estudio desde el punto de vista tanto teérico como
practico, y detectar los puntos extremos de una funcion. Nos interesaremos primero en
problemas de optimizacién sin restricciones, donde buscaremos los puntos donde se alcan-
zan los valores minimos y maximos locales, y luego estudiaremos los mismos problemas,
pero sometidos a unas restricciones formuladas por ecuaciones (restricciones de igualdad).
En este ultimo tema, presentaremos la llamada teoria de Lagrange. También estudiare-
mos conjuntos convexos y funciones convexas. Estas tltimas poseen un comportamiento
destacable en optimizacién.
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1. Matrices simétricas

En la Parte IT del curso hemos visto el teorema de Schwarz que garantiza que la
matriz Hessiana H;(x) de una funciéon f : R? — R en cualquier punto z € R? es una
matriz simétrica. Empezamos esta tercera parte con un recordatorio del dlgebra lineal
sobre dichas matrices.

1.1. Diagonalizacion de matrices simétricas.

Anotemos por My, €l espacio vectorial de las matrices reales d x d. Anotemos luego
por S¢ el subespacio vectorial de las matrices reales simétricas d x d (es decir, a;; = aj;
para todo 4,7 € {1,...,d}) y por A? el subespacio de las matrices diagonales (a;; = 0
siempre que i # j). Es facil ver que dichos espacios tienen dimensiones

d(d+1)

dim(A%) =d,  dim(S%) = 5

. 2
y dim(Myq) = d°.

Luego, anotemos por U? el subconjunto de M4 de las matrices unitarias, es decir, las
matrices invertibles cuya inversa es igual a la matriz transpuesta:

UceU? siysélosi U t=UT.

Se puede observar que el determinante de cada matriz unitaria es igual a 1 o a —1 y
que (U%,-) es un grupo con la operacién “multiplicacién de matrices” y con elemento
neutro la matriz identidad. También es conocido que si U € U¢Y, entonces anotando
por U, U?, ..., U?% sus d—columnas, las coordenadas de dichas columnas corresponden a
vectores ortonornales de RY, es decir

(U, U7) =]

2

para cada i,j € {1,...,d}.

La misma conclusion es cierta si en lugar de las columnas, consideramos las d-lineas
Uy,Us, ..., Uz de U. En otras palabras, la matriz U representa una aplicacion lineal que
corresponde a un cambio de base ortonormal.

Recordamos ahora la siguiente definicion.

Definicién 1.1 (valores propios, vectores propios). Sea A € Mgy Llamamos valor
propio A de A, y escribimos® A € sp(A), cualquier solucién del polinomio caracteristico

pa(z) = det(A — x1), x € C.

Un vector u € R, u # 0, se dice vector propio de A, si existe \ € sp(A) tal que Au = \u.
En este caso, decimos que u es un vector propio? asociado al valor propio \.

Gracias al teorema fundamental del algebra, cada matriz A € M., tiene exactamente
d—valores propios complejos contados con su multiplicidad (es decir, no necesariamente

'El conjunto sp(A) de los valores propios se llama espectro de la matriz A.
2Es obvio que si u es un vector propio, entonces cada vector de forma tu (multiple de u) con t # 0,
también es un vector propio de A.
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distintos). Las matrices simétricas A € S¢ tienen un comportamiento idoneo en esta
teoria, dado que si A es una matriz simétrica, entonces se puede asegurar que:

— todos los valores propios Ap, ..., A\q € sp(A) son reales (no necesariamente distintos);

— existen d-vectores propios u', u?, ..., u? linealmente independientes que consituyen una
base ortonormal 3del espacio R?;

— anotando por U la matriz unitaria cuyas columnas son los vectores propios anteriores,

se tiene que
UTAU = D € AY,

donde la matriz diagonal D estd formada por los valores propios Aq, ..., A\; de A de forma
que Au? = NMu?, para todo j € {1,...,d}.

Resumimos todo lo anterior con el siguiente enunciado:

Proposicién 1.2 (diagonalizacién de matrices simétricas). Las matrices simétricas son
diagonalizable en el cuerpo de los reales, mediante la accién del grupo ortonormal U¢.

Ejemplo 1.3 (diagonalizaciéon de la Hessiana). Consideramos la funcién f : R® — R
dada por la formula

f(z,y, 2) = 2y* —sin(2), para todo (7,7, z) € R®.
Es obvio que dicha funcién es de clase C? (de hecho, es analitica real) con derivada
Df(‘T,y,Z) = (y27 2xy7 _COS(Z))

y Hessiana (que es necesariamente una matriz simétrica)

0 2 0
He(r,y,2)=1 2y 2z 0
0 0 sin(z)

Para cada (z,y,z) € R3, la Hessiana H(z,y, z) es diagonalizable y tiene valores propios
reales, que son

A=+ /2?2 + 492, Ay = — /2% + 4y? y A3 = sin(z2).

Dejamos al lector la tarea de encontrar una base ortonormal formada de vectores propios,
en la cual Hy(x,y, z) se representa por la matriz diagonal

x4+ /a2 + 4y 0 0
0 x — /2?4 4y? 0
0 0 sin(z)

3Una base se dice ortonormal, si sus elementos son vectores mutualmente ortogonales y tienen norma
igual a 1.
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1.2. Matrices semi-definidas positivas

Empezamos con la siguiente definicién.

Definicién 1.4 (matriz semi-definida positiva). Una matriz simétrica A € S? se dice
semi-definida positiva (respectivamente, definida positiva), y anotamos! A € S’j‘ﬁ (res-
pectivamente, A € Sﬁlr +), si todos sus valores propios son positivos (respectivamente,
estrictamente positivos).

La siguiente proposition es una caracterizacién de las matrices (semi-) definidas posi-
tivas.

Proposicién 1.5 (caracterizacién de las matrices (semi-)definidas positivas). Sea A € S¢
una matriz simétrica. Entonces:

(i). A € 8% siy sélo si ul Au > 0 para todo u € R%.

(if). A € 8¢, siy sdlo si u’ Au > 0 para todo u € R*\ {0}.

Demostracién. Anotemos por Ay, ..., \; los d—valores propios reales (no necesariamente
distintos) de la matriz simétrica A y consideramos B = {u!,. .., u¢} una base ortonormal
de R? formada por vectores propios correspondientes, es decir, Au’ = \;u’ para cada

i € {1,...,d}. Mostraremos a continuacién la equivalencia (ii). (La equivalencia (i) se
demuestra de forma muy similar y se deja como ejercicio al lector.)

Supongamos primero que u? Au > 0 para todo u € R?\ {0}. Entonces, substituyendo u
por u’ deducimos (sucesivamente, para todo i € {1,...,d}) que

(u) A’ = (u) M’ = N||u'[]? = N\ > 0,
es decir, A es definida positiva.

Supongamos ahora que A € S¢_ (es decir, \; > 0 paratodoi € {1,...,d}) y consideramos
un vector u € R?\ {0} arbitrario. Sean (z1,...,74) las coordenadas de u en la base B, es
d

decir, u = g x;u'. Entonces tenemos que:
i=1

T At

d ' d ' d d A~ d

u' Au=u = (iju]> A (Zﬂclul> = ZZJEZ% ()" Au' = Z Al |? > 0.
7=1 =1 j=11=1 i 0 =1

La demostracion es completa. O

Ejercicio 1.6. Sea A € S? una matriz simétrica. Anotando
m =min{\: A €sp(4)} y  M=mix{\: Aesp(4)}
muestren que para todo € RY se tiene que
m|lz|]* < 2" Az < M |l2]]*.

(Indicacion: Siguen los pasos de la demostracién de la Proposicion 1.5)

4A veces se usa también la notaciéon A = 0 para una matriz semi-definida positiva y A = 0 para una
matriz definida positiva.
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2. Optimizacién sin restricciones

En esta parte nos interesaremos en el estudio de sus puntos (localmente) extremos,
es decir los minimos y los maximos (locales) de una funcién f definida en un espacio
normado (X, || - ||) a valores reales. Empezamos con la siguiente definicién.

Definicién 2.1 (minimo/méximo local). Sea f : X — R una funcién y z € X. Decimos
que T es un minimo (respectivamente, mdzimo) local de f si existe § > 0 tal que para
todo x € B(z,J) se tiene:

flz) > f(z) (respectivamente,  f(z) < f(z)). (1)

Si la desigualdad anterior se cumple de forma estricta cuando x # Z, entonces hablamos
de minimo local estricto (respectivamente, mdzimo local estricto).

Si (1) se satisface para todo € X entonces decimos que Z es un minimo (respectivamente,
méximo) global de f.

Es facil ver que un punto z € X es un minimo local (respectivamente, global) de la
funcién f siy sélo si es un méaximo local (respectivamente, global) de la funcién — f.

Proposicién 2.2 (condicién neceséaria de primer orden). Sea f : X — R una funcién di-
ferenciable. Supongamos que f tiene un minimo (resp. maximo) local en € X. Entonces

Df(z)=0.

Demostracién. Dado que D(—f)(z) = —D f(Z) es suficiente mostrar el resultado cuando
T € X es un minimo local. Sea u € X \ {0} (direccién arbitraria) y considere la funcién
o(t) := f(Z + tu), t € R. Entonces

o) = @) v P0) = df(Eu) = i LTI ZT@)

t—0 t

Observamos que si t > 0, entonces

olt) = p(0) _ flz 1) = ()
t t -
y por lo tanto )

mientras que si t < 0, entonces

p(t) —p(0) _ fl@+tu) — f(@) _

y por lo tanto

Se deduce entonces que

Df()(u) = df (Z;u) = ¢'(0) = 0.

Dado que u € X \ {0} es una direccién arbitraria, se concluye que Df(z) = 0y la
demostracion es completa. O
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Corolario 2.3 (dimensién finita). En el caso X = R?, deducimos que si T es un minimo
(respectivamente, mdzimo) local de f entonces se cumple:

of

8_m<j) =0, para todo i € {1,...,d}. (2)

La condicién anterior es muy importante, pues es una manera de reducir el problema
abstracto de detectar todos los puntos extremos de f en una ecuacién matematica, cono-
cida como ecuacion de Euler. En dimensién finita, los puntos candidatos son exactamente
las soluciones® del sistema (d x d) dado por (2).

Definicién 2.4 (puntos criticos). Sea f : X — R una funcién diferenciable. Un punto
T € X se dice punto critico de f (anotamos z € Crit f) si Df(z) = 0.

La Proposicién 2.2 asegura que los minimos y los maximos (locales o globales) son
todos puntos criticos, pero estos tltimos podrian ser mas numerosos, véase Figura 1. Por
ejemplo, la funcién f(z,y) = 22 — y* no tiene ningin mdximo o minimo local, mientras
que tiene puntos criticos: Crit f = {(0,0)}.

minimo < | / local
global | /

Puntos eriticos

Figura 1: Ilustracién: puntos criticos de una funcién f : R? — R.

5Cabe mencionar que se trata de un sistema no-lineal. Dichos sistemas, por lo general, no admiten
soluciones explicitas. En el campo de optimizacién numérica se desarrollar algoritmos para aproximar las
soluciones dentro una precisiéon deseada.
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2.1. Condiciones necesarias de optimalidad
A partir de ahora nos limitaremos en el caso de dimensién finita, y formularemos con-

diciones necesarias (y en la préxima subseccién, condiciones suficientes) de optimalidad.

Proposicién 2.5 (condiciones necesarias de segundo orden). Sea f : R? — R una funcién
de clase C2. Supongamos que f tiene un minimo local en # € X. Entonces

Viz)=0 y Hs(z) = 0.

Demostracién. Sea z € R? un minimo local de f. Por el Corolario 2.3 tenemos que
Vf(Z) = 0. Nuestro objetivo ahora es establecer que H;(Z) € S?. Para eso, se debe
mostrar que u?H;(Z)u > 0, para todo u € R? (c.f. Proposicién 1.5(i)). Si u = 0, la
desigualdad deseada se cumple trivialmente, por lo tanto fijamos u € R%\ {0} (arbitrario)
y consideramos la funcion

o(t) == f(T + tu), teR.
Entonces para cada t € R se tiene:
@' (t) = df (Z + tu;u) = Df(Z + tu)(u) = [V(Z + tu)]" - u,
y ¢’ (0) =0 (c.f. Proposicién 2.2). Tomando segunda derivada deducimos que
O"(t) = D*f(7 +tu)(u,u) =u " Hy(@ +tu)u y  @"(0) = u"Hy(T)u. (3)
Por la Definicién 2.1, existe 6 > 0 tal que para todo t € (=9, 9)
p(t) — (0) = (t) — ¢(0) — &’(9)_{ > 0,
=0

y por lo tanto se deduce que:

p(t) — 90(?2) — (0t > 0, para todo t € (—6,0).

Tomando el limite de la expresién a izquierda cuando t — 0 (y aplicando dos veces la
regla de I'Hospital para salir de la forma indeterminada %) obtenemos:

_ A / A "
i PH =) = Ot FO) —¢(0) @) S
t—0 12 t—0 2t t—0 2

Deducimos de (3) y del hecho que la segunda derivada de f es continua que:

@"(t) 1 g ( y - > Lora, (-
Z = — > 0.
%II% 5 S U %11%7‘[]“(37 +tu) ) u Tk He(z)u >0
La demostracién es completa. O

El siguiente corolario es consecuencia directa del hecho que los maximos locales de f
coinciden con los minimos locales de — f.

Corolario 2.6 (maximo local). Sea f : R? — R una funcion de clase C?. Supongamos
que f tiene un mdzimo local en ¥ € X. Entonces®

Viz)=0 Yy Hs(z) = 0.

64 <0 (o A€ S%) significa que la matriz A es semi-definida negativa, es decir sus valores propios son
negativos o cero. De forma equivalente, u” Au < 0 para todo u € R%.



Cdlculo en Varias Variables (Parte I1I) A. Daniilidis

2.2. Condiciones suficientes de optimalidad

En la subseccion anterior hemos visto condiciones necesarias de optimalidad, es decir,
condiciones que nos permiten determinar un conjunto de puntos candidatos para ser
minimo o maximo local. Dichas condiciones sirven para excluir/descartar puntos: cada
punto Z € R que no es critico (V f(Z) # 0) o que es critico pero la Hessiana H ¢(z) dispone
a la vez valores propios positivos y negativos, no puede ser extremo local para la funcion f.
Al mismo tiempo, no se puede asegurar que los puntos que cumplen las condiciones de
la Proposicién 2.5 (respectivamente, del Corolario 2.6) son minimos (respectivamente,
mé&ximos) locales. A continuacién veremos condiciones suficientes de optimalidad, es decir,
condiciones que aseguran que un punto T es extremo.

Proposicién 2.7 (condiciones suficientes). Sea f : R? — R una funcién de clase C2.
Supongamos que el punto 7 € R? satisface:

Vix)=0 vy  Hsz)>0.
Entonces Z es un minimo local estricto de f.

Demostracion. Sea m = min{\ : X\ € H;(z)} > 0. Dado que f es de clase C?, la funcién
x — H () es continua y por lo tanto, existe § > 0 tal que

[H(x) — Hy(2)]] < =

> para todo x € B(z,0).

Deducimos que para todo v € R?\ {0} y € B(%,0).se tiene que:
My () — "y (2] = [ () — Hy(3)) ] = [Py () — H @) - [l < 2l
Por el Ejercicio 1.6 concluimos que

W Hp(z)u > %HUHQ >0,

para todo u € R4\ {0} y z € B(%,4). Escribimos la serie de Taylor de la funcién f de
orden 2 en forma exacta alrededor del punto z € R?. Entonces para todo x € B(Z,§), con
x # T ponemos
r—2x _
u=—— 'y t=|z-7
||z — |

y deducimos que existe § € [0, 1] tal que:

F(e) = @+ tu) = @)+ TH@) ut suTH(+ By > @) + Tl > £(@),
—— _

=0 v
>3 [lull?

es decir, f(x) > f(z), para todo = € B(z,d) \ {z}. Concluimos que Z es un minimo local
estricto de f O
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Resumiendo, si f : R? — R es de clase C? y 7 € R? entonces:

Vfz) =0 }:> { Z minimo ] . { Z minimo } :>{ Vf(g)

He(z) =0 local estricto local de f

y de forma analoga:

0 }:> [ Z maximo } N [:Eméximo} :>{ Vf(?

local estricto local de f

Ninguna de las implicancias anteriores se puede transformar en equivalencia, includo en el
caso de dimensién 1 (d = 1). Invitamos al lector de encontrar los contrejemplos adecuados.

2.3. Ejemplos

En esta parte, ilustraremos la teoria mediante tres ejemplos.

Ejemplo 2.8 (estudio de optimalidad). (i). Consideramos la funcién f : R? — R dada
por la formula

flz,y) = 2° 4+ (z + 1)%%, para todo (z,y) € R%.
Entonces

Vf(x,y) = (2x +3(x+ 1%, 2(z + 1)3y)

Crit f = {(z,y) € R*: Vf(z,y) = (0,0)} = {(0,0)}

Por lo tanto hay sélo un punto candidato para ser extremo local, el punto (0,0). Para
decidir, miramos la Hessiana de f en este punto:

Hy(z,y) = ( 6 + 1)2y 2o+ 1) ) —  H;(0,0) = ( ) = 0.

Dado que H¢(0,0) es definida positiva, por la Proposicién 2.7 deducimos que (0, 0) es un
minimo local estricto de f, es decir, existe 0 > 0 tal que para todo (x,y) € B((0,0),0),
con (z,y) # (0,0) se tiene que f(x,y) > 0 = f(0,0). Invitamos al lector de comprobar
que (0,0) no es un minimo global de f, es decir, esta funcién no tiene minimo ni méximo
global y tampoco tiene maximos locales.

(ii). Consideramos la funcién f: R? — R con
f(z,y) = 2* + (zy — 1), para todo (z,y) € R%

En este caso,

10
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Crit f = {(0,0)}.

Observamos que

£(0,0) = 1. mmﬂ§?§ﬁ=l+@uﬂf<L

n n

y por lo tanto f no tiene minimo local (a pesar que sea acotada inferiormente por 0). De
hecho, calculando la Hessiana

2 —2y* day—2 2 _9
Hﬂ%w=<4w_22ﬁ ) — w00-(_5 )

vemos que H(0,0) tiene un valor propio positivo y un negativo, por lo tanto (0,0) no
puede ser extremo.

(iii). Consideramos la funcién f : R* — R con
f(z,y) = 2* +*(1 — 2°), para todo (r,y) € R%
En este caso,

_ 9,22 .3 [ 2—6xy* —62?y
Viz,y) = (20— 32%° 2y(1 - 2%) v He(e,y) = ( 622y 21— %)

y obtenemos 3 puntos criticos (que son candidatos para ser extremos):

cmfzuawewzVﬂamzmm»:{mmmL¢§xL—¢§}

De estos 3 puntos, sélo el punto (0,0) (con valor f(0,0) = 0) es un minimo local estricto
de f, dado que

2 0
Hf(O,O)—(O 2)>—O.
Dicho punto no es minimo global, dado que

f(n,n) =n*>+n*(1 —n’) =2n*> —n° — —c0.

n—o0

Dejamos al lector de comprobar, mediante las Hessianas, que los otros dos puntos criticos
no son extremos locales.

11
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3. Convexidad

La convexidad es una propiedad importante en optimizacion. La nocion hace uso de
la estructura lineal y se define tanto para subconjuntos de un espacio vectorial, como
para funciones definidas en dicho espacio a valores reales. En ambos casos veremos que la
convexidad es una propiedad rigida y estable bajo ciertas operaciones.

3.1. Conjuntos convexos

Sea X un espacio vectorial y z,y € X. Definimos por
[z,y] == {te + (1 —t)y: t €[0,1]}
el segmento que une el punto x al punto y. También haremos uso del segmento semi-abierto
(x,y] ={te+ (1 —t)y: t€[0,1)}.
Los segmentos [z,y) y (z,y) se definen de forma anéloga.

Definicién 3.1 (conjunto convexo). Un conjunto K C X se dice convexo, si para todo
z,y € K se tiene que [z,y] C K. (En otras palabras, K contiene todos los segmentos
cuyas extremidades le pertenecen”.)

Las siguientes dos proposiciones muestran que la convexidad de un conjunto es estable
bajo las operaciones topoldgicas de tomar interior o clausura.

Proposicién 3.2 (interior de convexo es convexo). Sea K C X un conjunto convexo.
Entonces.

(i). Para cada z € K y cada y € int K se tiene: (x,y] C int K.

(ii). El conjunto int K (interior de K) es convexo.

Demostracidén. (i). La asercion es trivialmente cierta si int K = (), por lo tanto podemos
suponer que K tiene interior no vacio. En este caso, sea y € int K (arbitrario) y sea § > 0
tal que B(y,0) C K. Para todo z € K y z € (x,y] observamos que

|z — 2]

N

= A (0,1).
|z — yl|

Dejamos al lector la tarea de demostrar que B(z, AJ) C K (véase Figura 2), y deducir en
particular que z € int K.

(ii). Si int K # 0, la asercién es una consecuencia inmediata de la parte (i). En el caso
que K no tiene interior, entonces la asercién es cierta de manera trivial (el conjunto vacio
es Convexo). O

"Observen que el conjunto vacio es un conjunto convexo, pues cumple trivialmente esta definicién.

12
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2
B(z,).g)

J
B(j;s’)

Figura 2: Ilustracién: B(z,\d) C K.

Proposicién 3.3 (clausura de convexo es convexo). Sea K C X un conjunto convexo.
Entonces.

(i). El conjunto ¢l K (clausura de K') es convexo
(ii). Si int K # (), entonces: int K = cl K.

Demostracién. (i). Sea z,y € cl K y t € (0,1). Sea {x,,}n>1, {Un}n>1 dos sucesiones en
K tales que x, — x e y, — y. Entonces para todo n > 1, se tiene que

2 =tr,+(1-ty, € K vy lim z, = tlim x,+(1—t) lim y,, = te+(1—t)y € cl K.
n—o0

n—oo n—oo
Lo anterior muestra que cl K es convexo.

(ii). Fijamos y € int K. Sea © € K (arbitrario). Entonces por la Proposicién 3.2(i)
deducimos que (z,y] C int Ky por lo tanto, x € int K. Eso muestra que K C int K" de lo
que se obtiene que ¢l K = K C int K. La inclusion inversa es trivial dado que int K C K.O

Por 1ltimo, la siguiente proposicion muestra que los conjuntos convexos son estables
bajo sumas algebraicas e intersecciones. La demostracion es inmediata y se deja como
ejercicio al lector.

Proposicién 3.4 (estabilidad por interseccién). (i). Si K, L son conjuntos convexos,
entonces el conjunto K + L es convexo.

(ii). Si (K;);er es una familia de conjuntos convexos, entonces la interseccién ﬂKZ- es un
i€l
conjunto convexo (posiblemente vacio).

3.2. Funciones convexas

En esta parte consideramos funciones definidas en un espacio normado X (o en un
subconjunto D C X)) a valores reales. Sea f : D C X — R una tal funcién. El conjunto

13
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(subconjunto de X x R)
epi f:={(x,8) e X xR: f(z) < B}

se llama epigrafo de f. Observamos que la proyeccién de dicho conjunto en X coincide
con el dominio D = dom f de f. Anadiendo por defecto el valor +oc0 a todos los puntos
del conjunto X \ D, podriamos considerar que f estd definida a todo el espacio con valores
en R U {+o00}. Este punto de vista permite una mejor identificacién de f con su epigrafo,
particularmente 1til cuando este ultimo es convexo.

Definicién 3.5 (funcién convexa). Una funcién f: X — R U {+oc} se dice convexa, si
su epigrafo epi f es un conjunto convexo del espacio producto X x R.

Es facil ver que si f es convexa, entonces su dominio efectivo
D=domf={zreX: f(z) eR}

también es un conjunto convexo de X. (La convexidad se mantiene por aplicaciones li-
neales y la proyeccién es una aplicacion lineal.) La siguiente proposicién proporciona una
caracterizacion analitica de la convexidad de una funcion.

Proposicién 3.6 (Convexidad de una funcién). Sea f : X — RU {400} una funcién.
Los siguientes son equivalentes:

(i). La funcién f es convexa ;
(ii). Para cada z,y € X y t € [0, 1] se tiene:
flty+ (1 =t)x) <tf(y) + (1 —1)f(2) (4)

Demostracién. (i)=-(ii). Sea z,y € X. Si f(z) = +o00 o f(y) = 400, entonces la
desigualdad (4) se satisface de forma trivial. Por lo tanto, podemos suponer que x,y €
dom f y considerar los puntos (z, f(x)) e (y, f(y)) en el epigrafo de f. Por la convexidad
de este ultimo conjunto deducimos que:

t(y, f(y) + (1 =1) (z, f(2)) =ty + (1 =)z, 1f(y) + (1 =) f(z)) € epi f
lo que se traduce directamente a la desigualdad (4).

(ii)==(i). Supongamos que epi f no es convexo, es decir, existen (z;, ;) € epi f, i € {1,2}
y t € (0,1) tales que

(1, b1) + (1 = 1) (22, B2) = (tw1 + (1 = t)za, t/1 + (1 — 1) B2) ¢ epi f.
Lo anterior significa que
th1 4+ (1 —t)fs < f(txy + (1 — t)xy).

Tomando en cuenta que f; > f(z;), © € {1,2}, y aplicando (4) con y = 21 y * = 9
obtenemos una contradiccion. O

Basado en la caracterizaciéon (4) podemos mostrar que cualquier combinacién lineal
positiva de funciones convexas es una funciéon convexa.

14
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Corolario 3.7 (las funciones convexas forman un cono convexo). Sean f1, fo dos funciones
convexas definidas en un espacio vectorial X. Entonces para cada A, o > 0 la funcion
A f1 + Ao fs es convezxa.

Demostracion. Invitamos al lector de comprobar directamente que la funcion

z = (A fi + Aafe) () = A fi(x) + Ao fa(z)

satisface la desigualdad (4), siempre y cuando las funciones f; y f> lo hacen. O

Corolario 3.8 (supremo de convexas es convexa). Sea {f;}icr una familia de funciones

convezas. Supongamos que existe x € X tal que supf;(x) < +00. Entonces la funcion
iel

fi=supf; €s convera.
iel

Demostracion. Invitamos al lector de mostrar lo pedido trabajando con epigrafos y
utilizando la Proposicién 3.4. O

Antes de continuar, definimos el epigrafo estricto epi < f de una funcién f como sigue:
epi<f:={(z,8) e X xR: f(z) < fS}.
También recordamos que el grafo de una funcién es el conjunto
Graph f ={(z, f(z)) e X xR: z € X} =epif \epi~f

Invitamos al lector de comprobar que para cada funciéon f definida en X a valores reales
se tiene que:

int (epi f) Cepi~f y epi <f = epi f.

Ejercicio 3.9. (i). Muestre que f es convexa si y sélo si el epigrafo estricto epi < f es un
subconjunto convexo de X x R.

(ii). Encuente un ejemplo® de funcién f : X — R donde int (epi f) S epi f y concluye que
el interior int (epi f) del epigrafo puede ser un subconjunto estricto del epigrafo estricto
epi < f.

3.2.1. Inf-convolucién

Sean f1, fo dos funciones definidas en un espacio vectorial X a valores reales. Definimos
la inf-convolucién f;f, de estas dos funciones mediante la formula®:

(iOf2) (z) = ;g)f( {fily) + fa(z —y)} = m};gfzz {fi(z1) + fa(w2) © z1, 20 € X}

La siguiente proposicién es una aplicacién de la Proposicién 3.4(i).

8Eso no puede ocurrir si f es convexa.

90bserven que la formula es simétrica: fiOfy = folf1

15
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Proposicién 3.10 (convexidad de la inf-convolucién). La inf-convolucién fifs de dos
funciones convexas es una funcién convexa.

Demostracién. Sean f1, f> dos funciones convexas. Ponemos A; = epi <f;, i € {1,2},y
A = epi <(f10fs). Por el resultado del Ejercicio 3.9 es suficiente mostrar que A = A; + As.
Mostramos primero que A; + Ay C A. Para eso, consideramos elementos arbitrarios
(x;, 8;) € Ay, 1 € {1,2}, es decir, 5; > fi(x;). Poniendo z = x1 + x5 se tiene que:

Bi+ Ba > fi(w1) + fo(w2) > (if2) ()

o de forma equivalente

(1, B1) + (w2, B2) = (21 + 22, B1 + B2) € epi ~(fi0f2) = A.
Mostramos ahora que A C A; + As. Consideramos un elemento arbitrario (z, ) € A =

epi <(f10/f>), es decir,
B> (f0f2) ().

Entonces existen z1, x5 € X con x1 + x5 = x tal que

B> fi(z1) + fa(ra).

Poniendo r = 5 — (f1(x1) + fa(z2)) > 0 observamos que

Bii= file) +5 €epi=fi= A, i€ {12},

luego,
(z,8) = (w1, B1) + (w2, B2) € A1 + As.

La demostracién es completa. O

3.2.2. Caracterizaciéon de primer orden de la convexidad

En esta parte trabajaremos en un espacio normado (X, || - ||) y presentaremos una
caracterizacion de la convexidad de una funcién diferenciable en términos de propiedades
de su derivada. A partir de esta caracterizacion, obtendremos un resultado importante en
optimizacién, a saber que los puntos criticos de una funciéon convexa coinciden con sus
minimos globales.

Proposicién 3.11 (caracterizacién de primer orden). Sea f : X — R una funcién dife-
renciable. Los siguientes son equivalentes:

(i). La funcién f es convexa,;
(ii). f(y) > f(z) + Df(z)(y — x), para todo z,y € X ;
(iii). (Df(y) — Df(x)) (y — z) > 0, para todo z,y € X.
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Demostracién. (i)= (ii). Sea z,y € X y t € (0, 1). Por la Proposicién 3.6 tenemos:
flty+ (1 —t)z) <tf(y) + (1 —t)f(z)
o de forma equivalente
[l +t(y =) < f(2) + 1 (fy) = f(2))
de lo cual se deduce:

f(.iE + t(y —tﬂf)) - f(x) < f(y) _ f(ZL‘), para todo t € (07 1)-

Tomando el limite cuando ¢t — 0T obtenemos:

DI(e)y — 2) = df(azy — ) o= i TETIWZIN IO gy gy

g =5 £ +{9F0, yx)

Figura 3: f es mayor que cualquier de sus aproximaciones afines.

(ii)==(iii). Aplicando (ii) para z,y € X luego para los mismos puntos intercambiados,

obtenemos:

fy) 2 f@)+Df(@)ly—=) v  fle)=[fly)+Dfy)(r—y)

17
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Sumando estas dos desigualdades y recordando que la derivada D f(y) es lineal, y en
particular que Df(y)(x —y) = —Df(y)(y — x), obtenemos directamente (iii).

(iii)=(ii). Fijamos =,y € X y definimos la funcién ¢(t) = f(x + t(y — x)), t € R.
En particular, ¢'(t) = Df(z +t(y — 2))(y — x) y ¢/(0) = Df(x)(y — ). Aplicando (iii)
deducimos que para todo t € [0, 1] se tiene:

¢'(t) — ¢'(0) = % (Df(z+tly —x)) — Df(x)) - (Hy —x)) = 0.

Aplicando el teorema del valor medio para la funcién diferenciable ¢ en el intervalo [0, 1]
deducimos la existencia de un punto t, € (0, 1] tal que

fly) = f@) = (1) = (0) = ¢'(t.) = ¢/(0) = Df(x)(y — ).

(ii)=(i). Sea z,y € X y ¢t € (0,1). Ponemos z := ty + (1 — t)z. Aplicando (ii) para los
puntos y, z y luego para los puntos x, z deducimos

f) =2 f(2)+Df()y—2) v fla) = f(z)+ Df(z)(@ - 2).

Multiplicando la primera desigualdad por ¢, la segunda por (1 —t) y sumando obtenemos:

ty) + (1= f(@) 2 f(2) + Df() (Hly —2) + (1~ Dz — 2)) = f(z) = DI(2)(z — 2)
(ty+(1—t)z)—=2 =0

de lo cual, recordando la definicién del z, se obtiene (i).

La demostracién es completa. O

La propiedad (iii) de la Proposicién 3.6 es conocida como la motononia de la derivada
de una funcién convexa. En dimensién 1 corresponde a decir que la derivada f’ de una
funcién convexa f : R — R es una funcién creciente. Por otra parte, la propiedad (ii) es
una caracterizacién mixta de la convexidad y tiene la interpretacién de que en cada punto
z € X el grafo de la aproximacién afin ¢(z) := f(z) + Df(Z)(x — &) de f en el punto
se encuentra por debajo del epigrafo de f. Dicha propiedad tiene como corolario directo
el siguiente resultado, conocido como el Teorema local—global.

Corolario 3.12 (Teorema local-global). Sea f : X — R una funcidn conveza diferencia-
ble y x € X. Los siguientes son equivalentes:

(i). T es un punto critico de f (es decir, Df(z) =0) ;
(ii). T es un minimo local de f ;
(iii). T es un minimo global de f.

Demostracién. Es completamente obvio que (iii)=>(ii)=-(i), mientras que la implicancia
(i)=-(iii) es una aplicacién directa de la Proposicién 3.11(ii). O
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3.2.3. Caracterizaciéon de segundo orden de la convexidad

En esta parte daremos una caracterizacién de la convexidad para funciones de clase C?
definidas en R? mediante la Hessiana.

Proposicién 3.13 (caracterizacién de segundo orden). Sea f : RY — R una funcién de
clase C2. Los siguientes son equivalentes:

(i). La funcién f es convexa;

(ii). La Hessiana #Hy(x) es semi-definida positiva, para cada z € X.
Demostracién. (i)=(ii). Sea z € R? y u € R\ {0}. Definimos la funcién

U(t) = Df(x+tu)(u) = (Vf(x+ tu),u), teR

de forma que
V' (t) = D*f(z + tu)(u, u) == v H(z + tu)u.

Por la Proposicién 3.6(iii) deducimos que para todo ¢ > 0
W(t) ~ W(0) = (Df(x + tu) ~ Df(@)) () = 7 (Df(z+ tu) ~ Df(x)) (tu) > 0.

Deducimos que para t > 0 se tiene

U(t) — U0
S0 — W) =l W =YO)
t t—0 t

y por lo tanto u?H;(z)u = ¥'(0) > 0. Dado que u € RN {0} es arbitrario, concluimos
que H(z) = 0.

(ii))==(i). Sea z,y € R? y u := y — x. Definimos la funcién diferenciable
U(t) = Df(x+tu)(u) = (Vf(x +tu),u), t > 0.

Aplicando el teorema del valor medio para la funcién ¥ en el intervalo [0, 1], deducimos
la existencia de t, € [0,1] tal que

V(1) — V(0) = V(L) = u" Hs(x + tau)u >0
de lo cual obtenemos la monotonia de la derivada D f dado que

V(1) = 9(0) = (Df(x +u) = Df(x)) (u) = (Df(y) = Df(x)) (y — x).

La demostracién es completa. O
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4. Optimizacién con restricciones

En esta parte nos interesamos en problemas de optimizacion con restricciones. Mas
precisamente, nos interesamos en minimizar (o maximizar) una funcién f : R? — R bajo la
condicién que H(z) = 0, donde H : RY — R™. Para este tipo de problemas presentaremos
la teoria de Lagrange que nos proporciona condiciones necesarias (y luego, suficientes) de
optimalidad cuando las funciones f y H son de clase C! (respectivamente C?).

Empezaremos con un recordatorio del algebra lineal sobre el rango de una matriz.

4.1. Recordatorio sobre el rango de una matriz

Consideramos m vectores X', ..., X™ en R? y anotemos por A € M,,q la matriz
cuyas lineas estan formadas por las coordenadas de dichos vectores en la base candnica
{e;}L, de R%. Recordamos del algebra lineal el siguiente resultado.

Proposicion 4.1 (Caracterizacién del rango de una matriz). Los siguientes son equiva-
lentes:

(i). Los vectores X!, ... X™ son linealmente independientes.
(ii). La dimensién del subespacio generado por los vectores X', ..., X™ es igual a m.

(iii). La matriz (m x d)

X1 ..o XYd)
A= : :
X)L X™(d)

tiene rango igual a m.

(iv). Existe una base {&;}%_, de R? tal que las tltimas m-columnas de la matriz

X1 ... ... X'd=-m+1)... ... X'
A= : : L
X™1) ... ... X™Md—m+1)... ... X™(d)
(cuyas lineas estan formadas con las nuevas coordenadas de los vectores X1, ..., X™)

forman una sub-matriz (m x m) invertible.

4.2. La teoria de Lagrange

Consideramos el siguiente problema de minimizacién local, bajo restricciones de igual-

dad:

min f(z)

(P) H(z)=10

donde f e C'R%LR), H=(Hy,...,H,)cC'(R,R™).

El siguiente teorema, conocido como teorema de Lagrange, es una aplicacién del teorema
de la funcién implicita, y proporciona condiciones necesarias de optimalidad.
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Teorema 4.2 (Teorema de Lagrange). Sea 7 € R? una solucién del problema (P). Supon-
gamos que los gradientes {VH;(z)};", son linealmente independientes™. Entonces existen

{1, .. .; Am} CR (conocidos como multiplicadores de Lagrange) tales que
V() =Y NVH(z)
i=1

Demostracién. Por la Proposicién 4.1 podemos encontrar una base {¢;}¢, de R? tal
que la matriz Jacobiana (en la nueva base!!)

OH1 (= oH - OH1 (=
N UL(z) .. ... Fh(z) ... Yh(z)
JH(T) = : : : :

8H7n T 6Hm T 8H7n r

8_1?1(2:) Y BRaomat (l‘) e 8_@($>

tiene las ultimas m-columnas linealmente independientes. Ponemos k = d — m y conside-
ramos la decomposicién
R? = RF x R™

de forma que cada z € R? se descompone como

xr = (Il,...,xk}\xk_i'_l,...,xé) = (y,2) € RF x R™.

~

TV
yeRk zER™

En particular,

T =(y,2) y DH(z)= | D,H(z) | D.H(%)
N—— —_—— N —

mxd mxk mxm

Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita deducimos que existe 6 > 0y ® : B(y,d) —
R™ de clase C! tal que ®(y) =z y

H(y,®(y)) =0 para todo y € B(y,9).

Definimos la funcién
{ u € CY(B(¥,9),R)
u(y) = f(y, 2(y))

y por la regla de calculo tenemos

Du(y) = Dy f(y, ®(y)) + D.f(y, ®(y))D®(y)  para todo y € B(y,0).

OPara eso, es necesario que m < d.
HRecordamos que:

8{{ (%) = lim H(z +te;) — H(Z)
o0x; t—0 t
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En particular, T = (3, 2) = (7, ®(y)) y observamos'? que
Du(y) = Dyf(2) + D.f(2)D®(y) = Oy,

es decir
Dy /() = —D. () D3(5).
También definimos la funcién (constante, igual a 0,, !)
{Gec%B@ﬁ%Rw
G(y) = H(y, ®(y)) = O

por lo tanto, aplicando la regla de calculo, obtenemos

[y
DG() = DA 2w)o (it ) = O
(DyH | D-H)

Se deduce que

DyH(ya @(y)) o ]Ikxk + DzH(y7 (I)(y)) D(I)(y) = Opxk
—_—

invertible

de lo cual
D®(y) = — [D.H(y, ()" [D,H(y, 2(y))]

En particular, para y = § tenemos (g, ®(y)) = Z y la igualdad anterior toma la forma:

D®(y) = — [D.H(z)|"' [D,H ()]

(6)

Substituyendo la expresién de la derivada D®(y) dada por (6) en la (5) obtenemos:

D,f(z) = D.f(z) D.H(z)"" D,H(z)
N—— —— —— —

1xk 1xm mxm mxk

Combinando la férmula anterior con la férmula tautolégica:

1x 1x h ]IV 3

obtenemos

Df(z) = |D.f(z) D.H(z)™'| o DH(Z)
—— ~ ~ ~ ——

1xd 1Ixm mxd

12La funcién u corresponde a la restriccién de la funcién f en el conjunto

K={zcR?: H(z) =0}

y siendo diferenciable, satisface en su minimo la condicién de optimalidad del primer orden Du(gy) = 0.
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Representando las derivadas por matrices Jacobianas, tenemos que

VH(z)"

o) B e -

Jf(f):Vf(f)T:< oo Ow :
VH,,(z)"

luego anotemos por (Ay, ..., Ay) la matriz (1 x m) que representa D, f(7) D, H(z)*. El
resultado deseado se deduce directamente de la ecuacién (7). a

El resultado anterior admite una interpretacion en términos de la llamada funcion de
Lagrange. En efecto, para formular la condicién necesaria de optimalidad del problema
(P) consideramos la funcién

L£L:RIxR™ >R
L(x,\) = f(x) = TH(z Z)\H

donde z € R? y A € R™. Entonces bajo las condiciones del Teorema 4.2, si € R es
una solucién del problema (P), entonces existe A € R™ (multiplicadores de Lagrange) tal
que el punto (Z,\) € R? x R™ satisface la condicién necesaria del primer orden para la
funcién aumentada L, es decir

DL(EN) = Oprn = Vf(T) = ;Aivm(m)
H(z)=0

4.3. Espacio tangente y condiciones de segundo orden
En esta parte, vamos a suponer que las funciones
fRER vy  H=(H,.. Hy,):R'—R™

son de clase C'. Anotemos por

K={zeR": Hx)=0}= () H'({0})=H"(0,)

i€{l,...m}
el conjunto (cerrado) factible del problema de minimizacién (P) de forma que:

min  f(x)

(P) re K

Para cada z € K definimos:

Ti(z) = {ueR*: (VH;(z),u) =0,Vie {1,....m}} = (| [DHi(z)]" ({0}).

i€{1,..m}
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Un caso frecuente en la practica es el caso donde las funciones { H; }* | son afines, es decir,

Hz(x) = <%7x> +7i7 (NS {17"'7m}7 (8)

con pendientes {g;}7; linealmente independientes'®. En este caso, K es un subespacio
afin de R? y T (Z) es el subespacio vectorial adyacente de dimensién d — m.

Observacién 4.3 (subvariedad diferenciable). (%) En el caso general, sea k > 1y
H € C*(R4,R™). Ponemos K = H~1(0,,) vy consideramos T € K. La hipotesis que los
gradientes VH,(Z), ..., VH,,(z) son linealmente independientes, garantiza que el conjun-
to K tiene una estructura de variedad diferenciable (de hecho, subvariedad de R? de clase
C*) alrededor del punto z. En este caso, T (Z) se llama espacio tangente de K en dicho
punto. En este caso, dim(Tx(Z)) = d — m y la variedad K tiene dimensién d — m (y se
aproxima localmente por su espacio tangente).

A continuacién daremos, sin demostracién, condiciones necesarias y condiciones suficientes
que involucran la Hessiana de f en el caso de restricciones afines. Dicho resultado nos
permitird resolver el problema (P) en la practica, tal y como lo hicimos en el caso de
minimizacion sin restricciones.

Proposicién 4.4 (Condiciones de optimalidad de segundo orden). Sea f € C*(R%, R) y
H;(xz) = (qi,x) +;, parai € {1,...,m}. Supongamos que los vectores {g; }I*, son lineal-
mente independientes, y consideramos el problema de minimizacién local con restricciones

min - f(z) donde K = ﬂ H7H({o}).

(P) re K
1€{1,..m}

(CN-2). (Condiciones necesarias de optimalidad) Sea 7 € K una solucién de (P). En-
tonces existen Ay, ..., A, € R (multiplicadores de Lagrange) tales que

1) =Y MNVH(z) y  u"Hp(x)u>0, Yue Tk(z).

(CS-2). (Condiciones suficientes de optimalidad) Sea Z € K y Ay, ..., A\ € R tales que
1) =Y MNVH(Z) vy u"Hg(x)u>0, Vu e Ti(z)\ {0}.
Entonces T es una solucién del problema (P).

4.4. Ilustraciéon mediante un ejemplo

Consideramos las funciones

{f:R3—>R . {h:R3—>R

flxy, w0, 23) = 23 + %x% — ix% h(xy, 9, x3) = 21 + 29 + 23 — 1

130bserven que ¢; = VH;(z), para todo = € R%.

24



Cdlculo en Varias Variables (Parte I1I) A. Daniilidis

y el problema de minimizacion

min  f(x)
P) | h@) =0

La funcién f es un polinomio (a fortiori, de clase C?) con derivada

Vf(x) = (221, x, —%.733)

y Hessiana
2 0 0
Hi(z)= 0 1 0
0 0 —%

mientras que h es afin con

Vh(z) = (1,1,1).

Antes de continuar, observamos que la forma de la Hessiana de f impide la existencia de
extremos locales (minimos o méximos) de f en R?. Dicho eso, veremos que el problema (de
minimizacién bajo restriccién) (P) si que tiene solucién. Aplicando la teoria de Lagrange
(Teorema 4.2), buscamos A € R tal que

Vf(x) = AVh(z) y h(z) = 0.
Eso nos lleva al sistema (4 x 4)

2x1:x2:—%:p3:)\
T1+To+a3=1

cuya tnica solucién es A = —2 y (¥, 79, 73) = (—1,—2,4). Se deduce que el punto T =
(—1,—2,4) es el tnico candidato para ser solucién del problema (P). Para asegurar que
T es efectivamente una solucién, necesitamos comprobar que para todo u = (uy, ug, uz) €
Tk (z) \ {0}, se cumple u"H(x)u > 0 (c.f. (CNS-2) de la Proposicién 4.4). En efecto:

Ti(7) = {u € R*: (Vh(Z),u) =0} = {u € R®: uy +uy +uz =0} (9)

y para cada u € Tk (Z) deducimos que:

1 1
u"Hy(v)u = 2ui + uj —§u§ = ui + §(u1 —ug)? > 0.
———

uz=—(u1+u2)

Observamos que

1 P Ul—O
WHi(2)u=0 <= ul+=(uy—u)’=0 <+ e = uy =0
2 uy =0 I

. - 3

“~
u1+uz+u3z=0

por lo que se concluye que para todo u € Tk (Z) \ {0} se tiene que u'H;(z)u > 0y
T = (—1,—2,4) es la unica solucién del problema (P).
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5. Problemas propuestos

Incluimos en esta seccién una lista de problemas, clasificados por temas y de dificultad
variada, que estan basados en la teoria desarrolada en esta segunda parte del curso.

5.1. Ejercicios sobre optimizacién sin restricciones

O1. Considere la funcién definida para todo x € R por

1 —(z —p)?
f(x):\/2_2exp —5z ) donde p e R y o > 0.
o

Sea {z1,...,2,} C R un conjunto de puntos (data). Se define:

L(p,0) = Hf(xz-)

a) Encuentre L(u, o) explicitamente.

b) Resuelva el problema:

Jix o (L(p, ),

es decir, encuentre los valores T € R y @ > 0 que maximizan In (L(y, 0)).
Observacion: Los valores 6ptimos 1 y @ dependen solo de los puntos {1, ..., z, }.

02. Considere la funcién f(z,y) = (az?+ e @+v) con a,b € R. Encuentre y calcule
los méximos y minimos globales.

Indicacion: Considere por separado los casos a =b, a > by a <b.
03. Suponga que n > 2, a,b € R” se define f : R" — R como

f@) = llz = all |lz = bll5.

a) Encuentre los puntos criticos de f.

b) Determine si los puntos encontrados son maximos locales, minimos locales o
puntos silla.

O4. Encuentre los puntos criticos de la funcién

flr,y) = zye ™V

y determine si son maximos locales, minimos locales o puntos silla.

O5. Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcién g : R?> — R definida por

g(x,y) =sinz +y* + 2ycosz + 1.
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5.2. Ejercicios sobre convexidad

C1. Sea X un espacio vectorial y C' C X.
a) Muestre que el conjunto C' es convexo si y s6lo si para cada A € [0, 1] se tiene:
AC+(1=NC =C.

b) Muestre que el conjunto C' es convexo si y sélo si para cadan > 1, {z;}I; C C

y {Ai}r, C [0,1] tal que Z/\Z- =1 se tiene que

=1

=1

C2. Sea X un espacio normado y f: X — RU{oo}. Pruebe que la funcién f es convexa
si y sélo si para cada z,y € dom(f), y cada z € (z,y) se cumple:

Fe) — 1) _ f0)= ()

|2 — ] ly = =]

<

C3. Sea X un espacio normado y C' C X no vacio. Pruebe que la funcion
d = inf||z —
o(z) = iflle -yl

es convexa si y sélo si el conjunto C' es convexo. En el caso que C sea cerrado, pruebe
ademads que la funcién d¢e es 1—Lipschitz.

+1
w)x < 2®.

C4. Muestre que para cada x € R, se tiene ( 5

C5. Dados m nimeros positivos {z;}; C (0,+00), pruebe la siguiente desigualdad:

T+ 2o+ + Tmo1 + Ty

7\773;1 N Ti—1* T S
m

Indicacion: La funcién f(z) = — In(z) puede ser de utilidad.
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5.3. Ejercicios sobre optimizacién con restricciones

R1. Una caja rectangular sin tapa ha de tener un volumen de 32 unidades cubicas.
. Cudles han de ser las dimensiones para que la superficie total sea minima?

R2. Averiguar la minima distancia del origen a la hipérbola

z® + 6xy + Ty* + 225.

R3. Sea f: R" — R de clase C? y tal que

n

0? n
Af122@>0, Vr € R".
7j=1 J
Muestre que la funcion f no puede tener un méaximo local.
R4. Sea f: R? — R una funcién de clase C* y sea (g, 10) un punto extremo local (i.e.
minimo o maximo local) de f. Supongamos que la funcién f es armonica, es decir:
Af =0, Y(z,y) € R%.

Pruebe que todas las derivadas parciales segundas de f se deben anulan en (xg, yo).

R5. Hallar los valores maximos y minimos de la funcién
flz,y,2) =2+ + 22

sujetos a las condiciones
2

~
4

g2 2
g—l—— y z=x+vy.

ot

5.4. Problemas de economia

P1. Un estudiante de la facultad necesita alimentos A y entretencion E para su buen
rendimiento académico en la universidad. Si bien recibe una beca por monto I, tiene
la opcién de aumentar su ingreso haciendo clases particulares. Por cada hora H de
clases particulares que realiza recibe un salario de w. Esta persona cuenta con un
maximo de T horas disponibles para realizar clases particulares. Las preferencias de
este estudiante pueden ser presentadas a través de la siguiente funcién de utilidad:

U(AE,H) = AE(T — H)' =P
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P2.

donde av y B € (0,1) son parametros conocidos, y ademads se tiene que 5 > «.

Note que el nivel de utilidad de este estudiante es decreciente en la cantidad de
horas, H, que trabaja. Lo anterior se debe a que el alumno valora negativamente
hacer clases particulares, ya que esto le quita tiempo para sus labores académicas, a
las cuales dedica un tiempo total de T'— H. Considere que el precio de los alimentos
y la entretencién py, pg, respectivamente. De los conocimientos de economia se sabe
que el estudiante enfrenta el siguiente problema:

méx  AYES(T — H)l-o P
sa paA+psE=1+wH

El objetivo de este problema es obtener el valor de A, F', H 6ptimos para el estudiante,
para esto siga los siguientes pasos:

a) Recuerde que si h es estrictamente creciente entonces el valor T que optimiza f es
el mismo que el que optimiza ho f. Asi presente otro problema de optimizacién,
aplicando alguna funcién conveniente, el cual le va a dar el mismo vector de
soluciones. (Recuerde el comportamiento de las potencias con otras funciones)

b) Optimice el nuevo problema y encuentre el valor éptimo de A, E, H para el
estudiante.

En economia, un problema estdndar de consumo-ahorro en tres periodos de tiempo,
consiste en maximizar la utilidad total, escogiendo la mejor estrategia de consumos
(c1,co,c3) de cada periodo y de ahorros (aj,as) donde a; representa el ahorro del
periodo i que sera usado en el periodo i + 1. Aqui suponemos que la utilidad total
de esta dada por la funcion:

u(cla Co,C3,01, a’?) = 1n<cl) + B 1n(02) + 62 h’l(Cg)

donde 5 € (0,1) es un pardmetro conocido. Los consumos y los ahorros estan sujeto
a las tres restricciones que se detallan a continuacion:

Periodo 1: Durante este periodo hay dos ingresos conocidos: un ahorro previo ag > 0,
el cual ha ganado intereses a tasa r, mas una mesada w > 0. O sea el ingreso total de
este periodo es (w + (1 + 7)ag). Estos ingresos se deben distribuir estratégicamente
entre el consumo ¢; y el ahorro a;, que sera depositado para ser usado en el periodo
siguiente. Por lo tanto:

a1+ =w+ (1+7r)ag

Periodo 2: En este periodo, los 2 ingresos son el ahorro guardado del periodo 1, el
cual gané intereses, y la nueva mesada w > 0 del periodo (que suponemos es igual
que la anterior). Por lo tanto:

as+c=w+ (1+r)a

Periodo 3: Los ingresos son andlogos al periodo 2, pero por ser el iltimo, no hay
ahorro para el futuro. O sea el ingreso se consume completamente, es decir:

c3s=w+ (14 7r)as
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(i) Escriba el problema en la forma clasica, es decir,

maximizar  f(cy, ¢2, c3, a1, a9)

5.4 gi(C1,C2,C3,0A1, a2

1
1
gs\c1, C2,C3,0A1, a2

explicitando todas las funciones.

( as) =
g2(cr, e2,03,a1,a2) =
( ) =

0
0
0

(ii) Explicite el Lagrangiano del problema en la forma L(cy, ¢a, 3, a1, as, A\, A2, A3)

(iii) Escriba las condiciones de primer orden con respecto a ¢y, ¢, c3 para despejar

estas variables en términos de A3

(iv) Use las restricciones del problema para despejar los ahorros en términos de Asz.
Calcule /\% en término de los datos y encuentre los consumos y ahorros éptimos.
. Pueden ser los 3 consumos 6ptimos iguales? En caso de que su respuesta sea

afirmativa diga cuando se cumple.
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